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ÔÈÇÈÊÀ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ �
ÇÀÄÀ×È

1. Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà
1.2.1 Êîëåáàíèÿ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ

1.1 Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ôîðìà ãðàôèêîâ. Â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ëèíåéíûé îñöèë-
ëÿòîð ñîâåðøàåò íåçàòóõàþùåå ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå, õàðàêòåðèçóåìîå ÷èñòî ñèíóñîè-
äàëüíîé çàâèñèìîñòüþ îáîáùåííîé êîîðäèíàòû (óãëà îòêëîíåíèÿ) è îáîáùåííîé ñêîðîñòè
(óãëîâîé ñêîðîñòè) îò âðåìåíè.

(à) Êàêîé òèï íà÷àëüíûõ óñëîâèé ïðèâîäèò ê ÷èñòî êîñèíóñîèäàëüíîé çàâèñèìîñòè óãëà
îòêëîíåíèÿ îò âðåìåíè (ò. å. ê çàâèñèìîñòè, âûðàæàåìîé ôóíêöèåé ϕ0 cos ω0t)?

(á) Äîïóñòèì, ÷òî íóæíî ïîëó÷èòü êîëåáàíèÿ ñ óãëîâîé àìïëèòóäîé 90◦. Êàêèì äîëæíî
áûòü íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ϕ(0) = ϕ0 ïðè íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ðîòîðà ϕ̇(0) = 0?
Êàêóþ íà÷àëüíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü ϕ̇(0) = Ω íóæíî ñîîáùèòü ðîòîðó â ïîëîæåíèè ðàâíîâå-
ñèÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîëåáàíèÿ òîé æå àìïëèòóäû 90◦? Íàïîìèíàåì, ÷òî íà÷àëüíóþ óãëîâóþ
ñêîðîñòü Ω ïðè ââîäå íóæíî âûðàæàòü â åäèíèöàõ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ω0. Ïðîâåðüòå Âàø
ðàñ÷åò ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðóþùåãî ýêñïåðèìåíòà íà êîìïüþòåðå.

(â) Êàêóþ íà÷àëüíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü ϕ̇(0) = Ω íóæíî ñîîáùèòü ðîòîðó, îòêëîíåííîìó
íà óãîë 45◦ èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîëåáàíèÿ òîé æå àìïëèòóäû 90◦?

1.2 Ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå è ñîõðàíåíèå ýíåðãèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñöèëëÿ-
òîð âîçáóæäàåòñÿ èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà÷àëüíûì òîë÷êîì, êîòîðûé ñîîáùàåò ðîòîðó
óãëîâóþ ñêîðîñòü Ω = 2ω0. Ñ ïîìîùüþ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ðàññ÷èòàéòå ìàêñèìàëüíûé
óãîë, íà êîòîðûé îòêëîíèòñÿ ðîòîð èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ïðîâåðüòå
â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå íà êîìïüþòåðå. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî êîìïüþòåðíàÿ
ïðîãðàììà âûïîëíÿåò ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ,
�íè÷åãî íå çíàÿ� î çàêîíå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

1.3 Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Ñîïîñòàâüòå äâèæåíèå èçîáðàæàþ-
ùåé òî÷êè âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà ñ ãðàôèêàìè çàâèñèìîñòè
îò âðåìåíè óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè. Ðàñïîëîæåíèå ãðàôèêîâ íà ýêðàíå êîìïüþ-
òåðà (êîãäà îòêðûòî îêíî �Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ�) îñîáåííî óäîáíî äëÿ òàêîãî ñîïîñòàâëåíèÿ.

(à) Êàê èçìåíèòñÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, åñëè èçìåíèòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ? Çàâèñèò ëè
íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè ïî ôàçîâîé òðàåêòîðèè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé?

(á) Âîçìîæíî ëè, ÷òîáû ôàçîâûå òðàåêòîðèè äëÿ ðàçíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé îêàçàëèñü
ñîâïàäàþùèìè? Åñëè äà, òî êàêèì òðåáîâàíèÿì äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ
äëÿ òàêîãî ñîâïàäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé?
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1.4 Ýëëèïòè÷åñêàÿ è êðóãîâàÿ ôîðìû ôàçîâîé òðàåêòîðèè ëèíåéíîãî îñöèë-
ëÿòîðà.

(à) Äîêàæèòå àíàëèòè÷åñêè, ÷òî ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ êîíñåðâàòèâíîãî ëèíåéíîãî îñöèë-
ëÿòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Âîñ-
ïîëüçóéòåñü îáùèì ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà.
×åìó ðàâíû ïîëóîñè ýòîãî ýëëèïñà?

(á) Ïîêàæèòå, ÷òî ýëëèïòè÷åñêàÿ ôîðìà ôàçîâîé òðàåêòîðèè ëèíåéíîãî êîíñåðâàòèâíîãî
îñöèëëÿòîðà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

(â) Ïðè êàêîì ìàñøòàáå ïî îñè îðäèíàò ôàçîâîé ïëîñêîñòè (ïî îñè óãëîâîé ñêîðîñòè) ôà-
çîâàÿ òðàåêòîðèÿ áóäåò îêðóæíîñòüþ? Ñ êàêîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ äâèæåòñÿ èçîáðàæàþùàÿ
òî÷êà ïî ýòîé îêðóæíîñòè ïðè êîëåáàíèÿõ îñöèëëÿòîðà? Çàâèñèò ëè óãëîâàÿ ñêîðîñòü òî÷êè
îò ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà?

1.5 Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ýíåðãåòè÷åñêèå ïðåâðàùåíèÿ. Ñîïîñòàâüòå äâèæåíèå
èçîáðàæàþùåé òî÷êè ïî ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñ ãðàôèêîì çàâèñèìîñòè ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-
ãèè îò óãëà îòêëîíåíèÿ ðîòîðà. Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ôàçîâîé ïëîñêîñòè è ïîòåíöèàëüíîé
ÿìû îñöèëëÿòîðà â îêíå �Ïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè� êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû îñîáåííî óäîáíî
äëÿ âûïîëíåíèÿ òàêîãî ñîïîñòàâëåíèÿ. Îñîáîå âíèìàíèå îáðàòèòå íà ïîëîæåíèå òî÷åê ìàêñè-
ìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ â ïàðàáîëè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìå è íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ïî÷åìó
â ýòèõ òî÷êàõ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà ñîâïàäàåò ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ïðóæèíû?
×åìó ðàâíû çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé â òî÷êàõ ïîâîðîòà è â ïîëîæå-
íèè ðàâíîâåñèÿ ïðè êîëåáàíèÿõ, âîçáóæäàåìûõ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ϕ(0) = ϕ0, ϕ̇(0) = Ω?
×åìó ðàâíû çíà÷åíèÿ óãëà îòêëîíåíèÿ ϕmax â òî÷êàõ ïîâîðîòà?

1.6 Ôîðìà è ÷àñòîòà êîëåáàíèé êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé. Èçó-
÷èòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé îñöèëëÿòîðà,
ñîâåðøàþùåãî êîëåáàíèÿ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ.

(à) ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ìàêñèìàëüíûõ è ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ êàæäîãî èç âèäîâ ýíåðãèè?
Ñîïîñòàâüòå ýòè ãðàôèêè ñ ãðàôèêàìè óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè. Âçàèìíîå ðàñïî-
ëîæåíèå ãðàôèêîâ â îêíå �Ïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè� îñîáåííî óäîáíî äëÿ òàêîãî ñîïîñòàâëåíèÿ.

(á) Ñ êàêîé ÷àñòîòîé è â êàêèõ ïðåäåëàõ ïðîèñõîäÿò êîëåáàíèÿ êàæäîãî èç âèäîâ ýíåðãèè?

1.2.2 Çàòóõàþùèå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ
2.1 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàêñèìàëüíûõ îòêëîíåíèé. Ïðè äåéñòâèè ñëàáîé ñèëû

âÿçêîãî òðåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàêñèìàëüíûõ îòêëîíåíèé îñöèëëÿòîðà, ñîâåðøàþùåãî
çàòóõàþùèå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ, îáðàçóåò óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ: êàæ-
äîå ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ðàâíî ïðåäûäóùåìó, óìíîæåííîìó íà îäíî è òî æå ÷èñëî,
ìåíüøåå åäèíèöû: exp(−γT0) ≈ 1− γT0.

(à) Ðàññ÷èòàéòå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè îñöèëëÿòîðà, ïðè êîòîðîì àìïëèòóäà êîëåáàíèé
óìåíüøàåòñÿ âäâîå ÷åðåç êàæäûå äâà öèêëà êîëåáàíèé. Ââåäèòå ýòî çíà÷åíèå è ïðîâåðüòå çà-
êîíîìåðíîñòü óáûâàíèÿ ìàêñèìàëüíûõ îòêëîíåíèé â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå. Çàâèñèò
ëè ýòà çàêîíîìåðíîñòü îò ñïîñîáà âîçáóæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé (ò. å. îò íà÷àëüíûõ
óñëîâèé)?

(á) Îöåíèòå, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ óâåëè÷èâàåòñÿ ïåðèîä êîëåáàíèé ïðè ýòîì çíà÷åíèè
äîáðîòíîñòè (ïî ñðàâíåíèþ ñ ïåðèîäîì T0 â îòñóòñòâèå òðåíèÿ). Ìîæíî ëè çàìåòèòü òàêîå
óâåëè÷åíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå? Ìåòêè âðåìåíè íà ãðàôèêàõ
ñîîòâåòñòâóþò öåëîìó ÷èñëó ïåðèîäîâ T0 = 2π/ω0 â îòñóòñòâèå òðåíèÿ.

2.2∗ Ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ïîñëå âîçáóæäåíèÿ íà÷àëüíûì òîë÷êîì. Ïðåä-
ñòàâüòå, ÷òî êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà âîçáóæäàþòñÿ íà÷àëüíûì òîë÷êîì, â ðåçóëüòàòå êîòî-
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ðîãî ìàõîâèê â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïîëó÷àåò óãëîâóþ ñêîðîñòü 2ω0. Äîáðîòíîñòü îñöèë-
ëÿòîðà Q = 5.

(à) Ðàññ÷èòàéòå ïåðâîå ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ìàõîâèêà.
(á) Êàêèì áóäåò ñëåäóþùåå ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó? Ïðî-

âåðüòå ñâîè îòâåòû â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå íà êîìïüþòåðå.
2.3∗∗ Ñëîæíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Ïóñòü êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà âîçáóæäàþòñÿ ñî-

îáùåíèåì ðîòîðó íåêîòîðîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè â îòêëîíåííîì èç ðàâíîâåñèÿ ïîëîæåíèè.
(à) Äîïóñòèì, ÷òî íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ðîòîðà ñîñòàâëÿåò 155 ãðàäóñîâ, à íà÷àëüíàÿ

óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà 2ω0. Äîáðîòíîñòü îñöèëëÿòîðà Q = 5. Ðàññ÷èòàéòå ìàêñèìàëüíîå
îòêëîíåíèå ìàõîâèêà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïðè êîëåáàíèÿõ.

(á) Ðàññ÷èòàéòå ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ìàõîâèêà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ äëÿ îñöèë-
ëÿòîðà ñ Q = 5 ïðè òîì æå íà÷àëüíîì îòêëîíåíèè â 155 ãðàäóñîâ, íî ïðè íà÷àëüíîé ñêîðîñòè
−2ω0.

(â) Ïóñòü íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ðîòîðà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñîñòàâëÿåò −155 ãðàäó-
ñîâ. Êàêîé äîëæíà áûòü íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü, ÷òîáû ðîòîð îòêëîíèëñÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ íà òàêîé æå óãîë 155 ãðàäóñîâ â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó? Äîáðîòíîñòü îñöèëëÿòîðà
Q = 20.

2.4∗ Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ çàòóõàþ-
ùèõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïðè Q > 0.5 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïèðàëü, êîòîðàÿ îáðàçîâàíà
áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ïîñòåïåííî ñæèìàþùèõñÿ âèòêîâ âîêðóã ôîêóñà, ðàñïîëîæåííîãî â íà-
÷àëå êîîðäèíàò ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ýòîò ôîêóñ ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ ïîêîÿ â ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ, ê êîòîðîìó îñöèëëÿòîð àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ.

(à) Ïî êàêîìó çàêîíó óìåíüøàåòñÿ ðàäèóñ ýòèõ âèòêîâ ïî ìåðå òîãî, êàê ôàçîâàÿ òðàåê-
òîðèÿ ïðèáëèæàåòñÿ ê ôîêóñó?

(á) Èçìåíÿåòñÿ ëè ïðîìåæóòîê âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ñîâåð-
øàåò îäèí îáîðîò âäîëü î÷åðåäíîãî âèòêà ñïèðàëè, ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ðàçìåðà âèòêîâ?

1.2.3 Íåêîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå îñöèëëÿòîðà
Ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîì âÿçêîì òðåíèè (Q ≤ 0.5) ðîòîð îñöèëëÿòîðà ïîñëå íà÷àëüíîãî âîç-
áóæäåíèÿ âîçâðàùàåòñÿ â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ áåç êîëåáàíèé. Â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðè-
ìåíòå ìû ìîæåì íàáëþäàòü, êàê â òàêèõ óñëîâèÿõ ñòðåëêà àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ñ
îäíîé ñòîðîíû ê íóëåâîìó äåëåíèþ øêàëû.

3.1∗ Íåêîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå ïðè êðèòè÷åñêîì çàòóõàíèè. Èññëåäóéòå òåîðå-
òè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî äâèæåíèå îñöèëëÿòîðà â ñëó÷àå êðèòè÷åñêîãî çàòóõàíèÿ, êîãäà
γ = ω0.

(à) Ïî÷åìó èìåííî êðèòè÷åñêîå çàòóõàíèå ïðåäïî÷òèòåëüíî äëÿ èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ
òèïà ãàëüâàíîìåòðà ñ ïîäâèæíîé êàòóøêîé? Ïî÷åìó òàêèå æå òðåáîâàíèÿ ïðåäúÿâëÿþòñÿ ê
ñèñòåìå óïðóãîé ïîäâåñêè êóçîâà àâòîìîáèëÿ?

(á) Ðàññ÷èòàéòå ìàêñèìàëüíûé óãîë îòêëîíåíèÿ èç ðàâíîâåñèÿ, åñëè ñèñòåìà ñ Q = 0.5
ïîëó÷àåò â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü Ω = 5ω0.

(â) Ñêîëüêî âðåìåíè ïðîäîëæàåòñÿ äâèæåíèå ñòðåëêè äî ýòîé òî÷êè ìàêñèìàëüíîãî îòêëî-
íåíèÿ? Ïðîâåðüòå ñâîè ðåçóëüòàòû â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå íà êîìïüþòåðå. Îáðàòèòå
âíèìàíèå, ÷òî ñòðåëêà ïðèáëèæàåòñÿ ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ñ îäíîé ñòîðîíû, íå ïåðåñåêàÿ
ñðåäíåé òî÷êè øêàëû.

3.2 Êðèòè÷åñêîå çàòóõàíèå.
(à) Ïðîâåðüòå ýêñïåðèìåíòàëüíî, ÷òî çíà÷åíèå Q = 0.5 (γ = ω0) äåéñòâèòåëüíî ñîîòâåò-

ñòâóåò êðèòè÷åñêîìó çàòóõàíèþ. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, ïîêàæèòå, ÷òî ïðè íåìíîãî áîëü-
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øåì çíà÷åíèè Q (ñêàæåì, ïðè Q = 0.51) ñòðåëêà âîçìóùåííîãî îñöèëëÿòîðà äåéñòâèòåëüíî
ñîâåðøàåò ñèëüíî çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ ñ ïåðåñå÷åíèåì íóëåâîãî äåëåíèÿ øêàëû. Åñëè ðî-
òîð îñöèëëÿòîðà ñ Q = 0.51 áûë îòêëîíåí èç ðàâíîâåñèÿ è îòïóùåí áåç íà÷àëüíîé ñêîðîñòè,
òî ñêîëüêî âðåìåíè ïðîéäåò ïîêà îí ïåðåñå÷åò íóëåâîå äåëåíèå è íà÷íåò äâèæåíèå â îáðàòíóþ
ñòîðîíó (ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ)?

(á) Äëÿ îñöèëëÿòîðà ñ êðèòè÷åñêèì çàòóõàíèåì Q = 0.5 âûðàçèòå êîíñòàíòû C1 è C2 â
îáùåì ðåøåíèè ϕ(t) = (C1t + C2) exp(−γt) äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ
íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ ϕ(0) = ϕ0 è íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ϕ̇(0) = Ω0.

(â) Âîçìîæíî ëè, ÷òîáû äâèæåíèå ñèñòåìû ñ êðèòè÷åñêèì çàòóõàíèåì ïðîèñõîäèëî ïîñëå
ïåðâîíà÷àëüíîãî âîçáóæäåíèÿ ïî ÷èñòî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó? Åñëè äà, òî êàêèå íà-
÷àëüíûå óñëîâèÿ ïîðîæäàþò òàêîå äâèæåíèå? Êàêîé âèä èìååò ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ òàêîãî
äâèæåíèÿ? Ïðîâåðüòå ñâîè îòâåòû â ýêñïåðèìåíòå íà êîìïüþòåðå.

(ã) Ïðè êàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ðîòîð ñèñòåìû ñ êðèòè÷åñêèì çàòóõàíèåì ïåðåñå÷åò
ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïîñëå ïåðâîíà÷àëüíîãî âîçáóæäåíèÿ? Êàêîé äîëæíà áûòü íà÷àëüíàÿ
óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðîòîðà Ω ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì îòêëîíåíèè ϕ0 äëÿ òîãî, ÷òîáû ðîòîð
ïåðåñåê ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷åðåç ïðîìåæóòîê âðåìåíè t = 3T0 ïîñëå âîçáóæäåíèÿ (ãäå
T0 = 2π/ω0 � ïåðèîä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé â îòñóòñòâèå òðåíèÿ)? Âîçìîæíî ëè ïîâòîðíîå
ïåðåñå÷åíèå ñòðåëêîé íóëåâîãî äåëåíèÿ øêàëû?

3.3∗ Äâèæåíèå ïðè ñâåðõêðèòè÷åñêîì çàòóõàíèè.
(à) Âûðàçèòå çíà÷åíèÿ êîíñòàíò C1 è C2 â îáùåì ðåøåíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-

íèÿ äëÿ ïåðåäåìïôèðîâàííîé ñèñòåìû ÷åðåç ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ
ϕ(0) = ϕ0 è íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ϕ̇(0) = Ω0.

(á) Ïðè êàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ïîñëåäóþùåå äâèæåíèå ñèñòåìû ñî ñâåðõêðèòè÷åñêèì
çàòóõàíèåì áóäåò ïðîèñõîäèòü ïî ìîíîýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó, ò. å. áóäåò õàðàêòåðèçî-
âàòüñÿ åäèíñòâåííîé ïîñòîÿííîé âðåìåíè? Êàêèå ôàçîâûå òðàåêòîðèè ñîîòâåòñòâóþò òàêèì
äâèæåíèÿì?

(â) Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ïðè ïðîèçâîëüíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ íåêîëåáàòåëüíîå äâèæåíèå
ìàõîâèêà ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ïðîèñõîäèò âîîáùå ãîâîðÿ ìåäëåííåå è òðåáóåò áîëüøå-
ãî âðåìåíè, ÷åì â ñëó÷àå êðèòè÷åñêîãî çàòóõàíèÿ (äëÿ ñèñòåìû ñ òåì æå çíà÷åíèåì ω0).
Âîçìîæíî ëè, ÷òîáû ïåðåäåìïôèðîâàííàÿ ñèñòåìà ïðèøëà â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ â ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ çà ìåíüøåå âðåìÿ, ÷åì ñèñòåìà ñ êðèòè÷åñêèì çàòóõàíèåì (ïðè òîì æå çíà÷åíèè
ω0)? Åñëè äà, òî ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ âîçáóæäåíèÿ ýòî ïðîèçîéäåò?

(ã) Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
íåêîëåáàòåëüíîìó äâèæåíèþ, îò ôàçîâûõ òðàåêòîðèé çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé?

(ä) Âîçìîæíî ëè, ÷òîáû ðîòîð ïåðåäåìïôèðîâàííîé ñèñòåìû (γ > ω0) ïåðåñåê ïîëîæåíèå
ðàâíîâåñèÿ ïîñëå ïåðâîíà÷àëüíîãî âîçáóæäåíèÿ? Åñëè äà, òî ïðè êàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
ýòî ïðîèçîéäåò? Âîçìîæíî ëè ïîâòîðíîå ïåðåñå÷åíèå ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ?
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2. Îñöèëëÿòîð ñ ñóõèì è âÿçêèì òðåíèåì
1.2.1 Çàòóõàíèå ïîä äåéñòâèåì ñóõîãî òðåíèÿ

1.2 Çàòóõàíèå ïîä äåéñòâèåì ñóõîãî òðåíèÿ ïðè âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé íà-
÷àëüíûì îòêëîíåíèåì ðîòîðà èç ñðåäíåãî ïîëîæåíèÿ. ×òîáû îò÷åòëèâåå âûÿâèòü
ðîëü ñóõîãî òðåíèÿ â çàòóõàíèè êîëåáàíèé, âûáåðèòå ñðàâíèòåëüíî áîëüøîå çíà÷åíèå óãëà
ϕm, îïðåäåëÿþùåãî ãðàíèöû çîíû çàñòîÿ (ñêàæåì, îò 15 äî 20 ãðàäóñîâ), è ïîëíîå îòñóòñòâèå
âÿçêîãî òðåíèÿ. Òàêèå óñëîâèÿ ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ îò ñèòóàöèè, õàðàêòåðíîé äëÿ ñòðåëî÷íûõ
èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ, êîòîðûå êîíñòðóèðóþòñÿ òàê, ÷òîáû çîíà çàñòîÿ áûëà áû ïî âîç-
ìîæíîñòè áîëåå óçêîé, è â êîòîðûõ ïðåäíàìåðåííî âíîñèòñÿ âÿçêîå òðåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå
ñèëüíîå (áëèçêîå ê êðèòè÷åñêîìó) çàòóõàíèå. Â òàêîì ñëó÷àå ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà ïðèáîðà
óñïîêàèâàåòñÿ çà ìèíèìàëüíîå âðåìÿ, è, ïî÷òè íå ñîâåðøàÿ êîëåáàíèé, îñòàíàâëèâàåòñÿ î÷åíü
áëèçêî ê ïîëîæåíèþ, â êîòîðîì ñòðåëêà óêàçûâàëà áû íà äåëåíèå øêàëû, ñîîòâåòñòâóþùåå
òî÷íîìó çíà÷åíèþ èçìåðÿåìîé âåëè÷èíû. Çäåñü æå ìû íàìåðåííî âûáèðàåì óñëîâèÿ òàê,
÷òîáû â íàèáîëüøåé ìåðå âûÿâèòü ðîëü ñóõîãî òðåíèÿ.

(à) ×òî ìîæíî ñêàçàòü î ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàêñèìàëüíûõ îòêëîíåíèé, åñëè çàòóõàíèå
âûçâàíî èñêëþ÷èòåëüíî ñóõèì òðåíèåì ñ èäåàëèçèðîâàííîé z-õàðàêòåðèñòèêîé? Ïî êàêîìó
çàêîíó ïðîèñõîäèò óáûâàíèå ìàêñèìàëüíûõ îòêëîíåíèé? Êàê ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé ïîëóøè-
ðèíà çîíû çàñòîÿ è ðàçíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìàêñèìàëüíûõ îòêëîíåíèé â îäíó ñòîðîíó?

(á) Ïóñòü óãîë ϕm, îïðåäåëÿþùèé ïîëóøèðèíó çîíû çàñòîÿ, ðàâåí, ñêàæåì, 15 ãðàäóñîâ,
à íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ϕ0 ñîñòàâëÿåò 160◦ ïðè ðàâíîé íóëþ íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè.
Ðàññ÷èòàéòå òåîðåòè÷åñêè, â êàêîé òî÷êå øêàëû îñòàíîâèòñÿ ñòðåëêà ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ
êîëåáàíèé. Ñêîëüêî ïîëóýëëèïñîâ îáðàçóþò ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ ýòîãî äâèæåíèÿ, ñ÷èòàÿ îò
íà÷àëüíîé òî÷êè äî òî÷êè ïîëíîé îñòàíîâêè? Ïðîâåðüòå ñâîè ïðåäñêàçàíèÿ â ìîäåëèðóþùåì
ýêñïåðèìåíòå íà êîìïüþòåðå.

(â) Ãäå íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè óãëîâîé ñêîðîñòè îò âðåìåíè ðàñïîëîæåíû ñðåäíèå çíà-
÷åíèÿ îòðåçêîâ ñèíóñîèä, îïèñûâàþùèõ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà íà ïðîòÿæåíèè îòäåëüíûõ
ïîëóöèêëîâ ìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà? Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, êàê ýòè îòðåçêè ñèíóñîèä
ïåðåõîäÿò äðóã â äðóãà è îáðàçóþò íåïðåðûâíûé ãðàôèê çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé.

(ã) Îáðàòèòå âíèìàíèå íà èçëîìû ãðàôèêà çàâèñèìîñòè óãëîâîé ñêîðîñòè îò âðåìåíè
(ýòè èçëîìû ñîîòâåòñòâóþò ìîìåíòàì âðåìåíè, â êîòîðûå ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ
äâèæåíèÿ îñöèëëÿòîðà). Êàêîâà ïðè÷èíà ýòèõ èçëîìîâ? ×åì îïðåäåëÿåòñÿ ðàçíîñòü óãëîâ
íàêëîíà êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó ñêîðîñòè ñïðàâà è ñëåâà îò ýòèõ òî÷åê?

1.3∗ Çàòóõàíèå êîëåáàíèé ïîä äåéñòâèåì ñóõîãî òðåíèÿ ïîñëå âîçáóæäåíèÿ
îñöèëëÿòîðà íà÷àëüíûì òîë÷êîì. Âûáåðèòå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ïóñòü íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ðàâíî íóëþ, à íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà, ñêàæåì, 2ω0

(ãäå ω0 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà). Äëÿ ïîëóøèðèíû çîíû çàñòîÿ ïðèìèòå, êàê è
ïðåæäå, çíà÷åíèå ϕm = 15◦.

(à) Ðàññ÷èòàéòå òåîðåòè÷åñêè ìàêñèìàëüíûé îòáðîñ ñòðåëêè îñöèëëÿòîðà.
(á) Íà êàêóþ òî÷êó øêàëû óêàæåò ñòðåëêà ïîñëå ïîëíîãî ïðåêðàùåíèÿ êîëåáàíèé? Ñêîëü-

êî âèòêîâ áóäåò íà ïîëíîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè ýòèõ êîëåáàíèé? Ïðîâåðüòå ñâîé îòâåò â ìî-
äåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå íà êîìïüþòåðå.

1.4∗ Çàòóõàíèå êîëåáàíèé ïîä äåéñòâèåì ñóõîãî òðåíèÿ ïðè ðàçíûõ íà÷àëüíûõ
óñëîâèÿõ. Ïðèíÿâ ïðåæíåå çíà÷åíèå ϕm = 15◦ äëÿ ïîëóøèðèíû çîíû çàñòîÿ, ðàññ÷èòàéòå
óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñèìàëüíîìó îòáðîñó ñòðåëêè, è îêîí÷àòåëüíîå åå ïîëîæåíèå íà
øêàëå ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ êîëåáàíèé ïðè áîëåå ñëîæíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ:

(à) Íà÷àëüíûé óãîë îòêëîíåíèÿ ϕ(0) = 135◦, íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ϕ̇(0) = 1.5ω0

(ãäå ω0 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà).
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(á) Íà÷àëüíûé óãîë îòêëîíåíèÿ ϕ(0) = −135◦, íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ϕ̇(0) = 1.5ω0.
Ïðîâåðüòå ïîëó÷åííûå Âàìè òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå íà

êîìïüþòåðå.
1.5∗ Ðàññåÿíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà â ñëó÷àå ñóõîãî òðåíèÿ.
(à) Ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà îò óãëà îòêëîíåíèÿ

ñîñòîèò èç ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ ñêëîíû ïàðàáîëè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé
ÿìû (ýòîò ãðàôèê ìîæíî ïîëó÷èòü â ðàçäåëå êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû �Ýíåðãåòè÷åñêèå
ïðåâðàùåíèÿ�). Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó.

(á) Ðàññ÷èòàéòå ïîëíûé óãëîâîé ïóòü (â ãðàäóñàõ), êîòîðûé ïðîéäåò ìàõîâèê îñöèëëÿòîðà
äî ïîëíîé îñòàíîâêè (äî ïðåêðàùåíèÿ êîëåáàíèé) ïîñëå âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
íà÷àëüíûì òîë÷êîì ϕ̇(0) = 2ω0 èç ñðåäíåé òî÷êè ìåðòâîé çîíû, ãäå ω0 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà
îñöèëëÿòîðà). Ïîëóøèðèíà ìåðòâîé çîíû ϕm = 10◦.

1.6 Êîëåáàíèÿ â ñëó÷àå óçêîé çîíû çàñòîÿ. Âûáåðèòå ìàëîå çíà÷åíèå óãëà ϕm, õàðàê-
òåðèçóþùåãî ïîëóøèðèíó çîíû çàñòîÿ (ìåíåå 5◦), è çàäàéòå íà÷àëüíîå óãëîâîå îòêëîíåíèå
ϕ(0), âî ìíîãî ðàç ïðåâîñõîäÿùåå øèðèíó 2ϕm çîíû çàñòîÿ.

(à) Ñêîëüêî öèêëîâ êîëåáàíèé ñîâåðøèò ìàõîâèê äî ïîëíîé îñòàíîâêè?
(á) Êîãäà ñîâåðøàåòñÿ áîëüøîå ÷èñëî êîëåáàíèé, ãðàôèêè îò÷åòëèâî ïîêàçûâàþò ëèíåé-

íóþ çàêîíîìåðíîñòü óáûâàíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé è ýêâèäèñòàíòíûé õàðàêòåð âèòêîâ ôà-
çîâîé äèàãðàììû. ×òî ìîæíî ñêàçàòü â ýòîì ñëó÷àå î çàêîíîìåðíîñòè óáûâàíèÿ ñî âðåìåíåì
ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà, óñðåäíåííîé ïî ïåðèîäó êîëåáàíèé?

1.2.2 Âëèÿíèå âÿçêîãî òðåíèÿ
2.1∗ Ïåðåõîä ãëàâíîé ðîëè â çàòóõàíèè îò âÿçêîãî ê ñóõîìó òðåíèþ. Êîãäà çàòó-

õàíèå êîëåáàíèé îáóñëîâëåíî îäíîâðåìåííî êàê ñóõèì, òàê è âÿçêèì òðåíèåì, ïðåäñòàâëÿåò
èíòåðåñ âûÿñíèòü èçìåíåíèå õàðàêòåðà çàòóõàíèÿ, êîãäà îñíîâíîé âêëàä â çàòóõàíèå ïåðå-
õîäèò îò âÿçêîãî òðåíèÿ ê ñóõîìó. Ïóñòü óãîë ϕm, îïðåäåëÿþùèé ïîëóøèðèíó çîíû çàñòîÿ,
ñîñòàâëÿåò îêîëî 1 ãðàäóñà, è ïóñòü äîáðîòíîñòü Q, îïðåäåëÿþùàÿ èíòåíñèâíîñòü âÿçêîãî
òðåíèÿ, ñîñòàâëÿåò îêîëî 30. Ïóñòü íà÷àëüíûé óãîë îòêëîíåíèÿ ðàâåí 120◦, à íà÷àëüíàÿ óã-
ëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ.

(à) Ñóõîå èëè âÿçêîå òðåíèå èãðàåò îïðåäåëÿþùóþ ðîëü â çàòóõàíèè íà íà÷àëüíîé ñòàäèè
êîëåáàíèé?

(á) Ïðè êàêîì çíà÷åíèè àìïëèòóäû ïðîèñõîäèò èçìåíåíèå õàðàêòåðà êîëåáàíèé? Êàêèì
îáðàçîì ýòî èçìåíåíèå ïðîÿâëÿåòñÿ íà ãðàôèêàõ çàâèñèìîñòè óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé
ñêîðîñòè îò âðåìåíè? Íà ôàçîâîé òðàåêòîðèè?

2.2∗ Ñîâìåñòíîå äåéñòâèå ñóõîãî è âÿçêîãî òðåíèÿ. Ïóñòü ãðàíèöû çîíû çàñòîÿ
íàõîäÿòñÿ ïðè ϕm = 10◦, è ïóñòü äîáðîòíîñòü Q = 5. Ïóñòü íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü
ϕ̇(0) = 2ω0, è ïóñòü íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ðàâíî íóëþ.

(à) Ðàññ÷èòàéòå ìàêñèìàëüíûé óãîë îòêëîíåíèÿ ñòðåëêè îñöèëëÿòîðà äëÿ ïðèâåäåííûõ
ïàðàìåòðîâ è íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ïðîâåðüòå ñâîé îòâåò â ýêñïåðèìåíòå.

(á) Êàêîé âèä òðåíèÿ (ñóõîå èëè âÿçêîå) ïðåîáëàäàåò íà íà÷àëüíîì ýòàïå çàòóõàíèÿ êî-
ëåáàíèé?

(â)∗∗ Ïóñòü ãðàíèöû çîíû çàñòîÿ îïðåäåëÿþòñÿ óãëàìè ϕm = 10◦. Ïóñòü äîáðîòíîñòü Q
ðàâíà 3, íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ñîñòàâëÿåò 65◦, íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü −2ω0. Ðàññ÷èòàéòå
ìàêñèìàëüíûé óãîë îòêëîíåíèÿ ñòðåëêè ñ ñòîðîíó, ïðîòèâîïîëîæíóþ íà÷àëüíîìó îòêëîíå-
íèþ. Ïðîâåðüòå ñâîé îòâåò â ýêñïåðèìåíòå.
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2.3 Ñóõîå òðåíèå è êðèòè÷åñêîå âÿçêîå òðåíèå.
(à) Âûáåðèòå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè Q áëèçêîå ê êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ 0.5, è èññëå-

äóéòå ýêñïåðèìåíòàëüíî õàðàêòåð çàòóõàíèÿ. Ãäå â ïðåäåëàõ çîíû çàñòîÿ íàèáîëåå âåðîÿòíà
îñòàíîâêà ñòðåëêè ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ êîëåáàíèé, åñëè äîáðîòíîñòü Q ñëåãêà ïðåâîñõîäèò
êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå? Ïðèâåäèòå ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ðåçóëüòàòàì ñâîèõ íàáëþäåíèé.

(á) Ïóñòü âÿçêîå òðåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ äîáðîòíîñòüþ íåìíîãî ïðåâûøàþùåé êðèòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå, ñêàæåì, Q = 0.51. Îñöèëëÿòîð âîçáóæäàåòñÿ íà÷àëüíûì îòêëîíåíèåì èç
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Îöåíèòå âðåìÿ (â åäèíèöàõ ïåðèîäà êîëåáàíèé â îòñóòñòâèå òðåíèÿ),
êîòîðîå ïðîéäåò äî ïîëíîãî ïðåêðàùåíèÿ äâèæåíèÿ. Ãäå ïðîèçîéäåò ïîëíàÿ îñòàíîâêà ðîòî-
ðà? Ïðîâåðüòå ðåçóëüòàò ñâîåãî ðàñ÷åòà â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå.

(â) Ãäå ïðîèçîéäåò îñòàíîâêà ñòðåëêè, åñëè äîáðîòíîñòü Q ìåíüøå, ÷åì 0.5 (ò. å. åñëè
ñèñòåìà ïåðåäåìïôèðîâàíà)? Çàâèñèò ëè îòâåò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé?
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3. Êîëåáàíèÿ è ïåðåâîðîòû æåñòêîãî ìàÿòíèêà
1.2.1 Ìàëûå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà

1.1 Àìïëèòóäà, ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ýíåðãèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé. Ïðè ìàëûõ óã-
ëàõ îòêëîíåíèÿ, êîãäà sin ϕ ≈ ϕ, âîçâðàùàþùèé ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè ïðèáëèçèòåëüíî ïðî-
ïîðöèîíàëåí óãëó îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, è ìàÿòíèê âåäåò ñåáÿ
ïîäîáíî ëèíåéíîìó îñöèëëÿòîðó. Â îòñóòñòâèå òðåíèÿ îí ñîâåðøàåò ïðîñòûå ãàðìîíè÷åñêèå
êîëåáàíèÿ. Ïðè íàëè÷èè ñëàáîãî òðåíèÿ äâèæåíèå ìàÿòíèêà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïî÷òè
ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå ñ ìåäëåííî óáûâàþùåé àìïëèòóäîé. Âûáåðèòå ïîëíîå îòñóòñòâèå
òðåíèÿ è çàäàéòå êàêèå-ëèáî íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå êîëåáàíèÿ ìàëîé àìïëè-
òóäû. Íàïðèìåð, ïóñòü íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå áóäåò ðàâíî 30 ãðàäóñàì, à íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ
ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ. Â òàêîì ñëó÷àå àìïëèòóäà êîëåáàíèé ñîñòàâèò 30 ãðàäóñîâ.

(à) ×åìó ðàâíî ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ñêîðîñòè â ýòèõ êîëåáàíèÿõ? Ïðîâåðüòå ðåçóëüòàò
â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå.

(á) Êàêóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü íóæíî ñîîáùèòü ìàÿòíèêó, íàõîäÿùåìóñÿ â ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ (ϕ(0) = 0), ÷òîáû ïîëó÷èòü êîëåáàíèÿ òîé æå àìïëèòóäû (30 ãðàäóñîâ)? Ïðî-
âåðüòå ñâîé ðåçóëüòàò â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå. Íàïîìèíàåì, ÷òî íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ
ñêîðîñòü äîëæíà çàäàâàòüñÿ ïðè ââîäå â åäèíèöàõ óãëîâîé ÷àñòîòû ω0 ñîáñòâåííûõ ìàëûõ
êîëåáàíèé ìàÿòíèêà. ×åì îòëè÷àþòñÿ òàêèå êîëåáàíèÿ îò êîëåáàíèé òîé æå àìïëèòóäû, âîç-
áóæäàåìûõ íà÷àëüíûì îòêëîíåíèåì?

(â) Óáåäèòåñü, ÷òî ïðè ìàëûõ àìïëèòóäàõ ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè óãëà îòêëî-
íåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè èìåþò ôîðìó, áëèçêóþ ê ñèíóñîèäàëüíîé. Óáåäèòåñü òàêæå, ÷òî
êîëåáàíèÿ ñêîðîñòè îïåðåæàþò ïî ôàçå êîëåáàíèÿ óãëà îòêëîíåíèÿ íà ÷åòâåðòü ïåðèîäà. Ñî-
ïîñòàâüòå ãðàôèêè óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè ñ äâèæåíèåì èçîáðàæàþùåé òî÷êè
ïî ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Êàêóþ ôîðìó èìååò ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà?
Ïðè êàêîì ìàñøòàáå ïî îñè îðäèíàò ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ìàëûõ êîëåáàíèé áóäåò èçîáðà-
æàòüñÿ îêðóæíîñòüþ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè?

(ã) ×òî ìîæíî ñêàçàòü î çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé
ìàÿòíèêà, ñîâåðøàþùåãî ìàëûå êîëåáàíèÿ? Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäíèå ïî âðåìåíè çíà÷åíèÿ
êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé (çà ïåðèîä) ïðèáëèæåííî îäèíàêîâû. Åñëè àìïëèòóäà
ðàâíà 30 ãðàäóñàì, òî ÷åìó ðàâíî îòíîøåíèå ïîëíîé ýíåðãèè ìàÿòíèêà E ê ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîìó çíà÷åíèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè E/Emax?

1.2∗ Ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé.
Íà ãðàôèêàõ çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè, ïîëó÷àåìûõ

â ìîäåëèðóþùåé ïðîãðàììå, äåëåíèÿ íà øêàëå âðåìåíè (ìåòêè âðåìåíè) ïîêàçàíû â åñòå-
ñòâåííûõ äëÿ ìàÿòíèêà åäèíèöàõ, à èìåííî, â åäèíèöàõ ïåðèîäà êîëåáàíèé ïðåäåëüíî ìàëîé
àìïëèòóäû T0 = 2π/ω0 = 2π

√
l/g). Òàêèì îáðàçîì, ïðîìåæóòêè ìåæäó ìåòêàìè âðåìåíè íà

îñÿõ ðàâíû T0.
(à) Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïðè ìàëûõ, íî êîíå÷íûõ àìïëèòóäàõ (ñêàæåì, îêîëî 30 ãðà-

äóñîâ) ïåðèîä êîëåáàíèé íåìíîãî ïðåâûøàåò çíà÷åíèå T0. Ñóäèòü îá ýòîì ìîæíî ëèáî ïî
ãðàôèêàì íà ýêðàíå, ëèáî ïî ïîêàçàíèÿì òàéìåðà â ðàçäåëå �Ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà�. Â ïî-
ñëåäíåì ñëó÷àå ìîæíî îñòàíîâèòü ìîäåëèðîâàíèå (êíîïêîé �Ïàóçà� èëè íàæàòèåì ïðîáåëà)
è ïðî÷èòàòü ïîêàçàíèå òàéìåðà â ìîìåíò, êîãäà ìàÿòíèê ñîâåðøèò öåëîå ÷èñëî öèêëîâ. ×òî-
áû áûëî óäîáíî ñíèìàòü äàëüíåéøèå ïîêàçàíèÿ òàéìåðà, âî âðåìÿ ïàóçû ìîæíî ñáðîñèòü
ïîêàçàíèÿ òàéìåðà êíîïêîé �Ñáðîñ òàéìåðà�. Ïîïûòàéòåñü èçìåðèòü (â åäèíèöàõ T0) ïåðèîä
êîëåáàíèé ìàÿòíèêà äëÿ íåñêîëüêèõ óìåðåííûõ çíà÷åíèé àìïëèòóäû.

(á) Êàêèå ìîìåíòû ñëåäóåò âûáèðàòü äëÿ ñíÿòèÿ ïîêàçàíèé òàéìåðà (äëÿ îñòàíîâêè è
ïóñêà ìîäåëèðîâàíèÿ) ïðè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èçìåðåíèÿõ ïåðèîäà êîëåáàíèé: êîãäà ìàÿòíèê
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ïðîõîäèò ÷åðåç ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ èëè êîãäà îí äîñòèãàåò ïîëîæåíèé íàèáîëüøåãî îòêëî-
íåíèÿ? Ìîòèâèðóéòå ñâîé îòâåò. Ïðè âûïîëíåíèè èçìåðåíèé ïåðèîäà êîëåáàíèé íóæíî ñíÿòü
ïîêàçàíèå òàéìåðà ïðè ïðîõîæäåíèè ìàÿòíèêîì îïðåäåëåííîãî ïîëîæåíèÿ (íàïðèìåð, ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ). Íî ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî çàôèêñèðîâàòü ïîêàçàíèå òàéìåðà (îñòà-
íîâèòü ìîäåëèðîâàíèå) òî÷íî â íóæíûé ìîìåíò. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ íåèçáåæíàÿ ïðè÷èíà
ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé. Ïðåäëîæèòå ñïîñîá èçìåðåíèÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé, ïðè èñïîëüçîâà-
íèè êîòîðîãî ìîæíî äîáèòüñÿ çíà÷èòåëüíîãî óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè, êîòîðàÿ îáóñëîâëåíà
óêàçàííîé ïðè÷èíîé.

(â) Ñðàâíèòå ýêñïåðèìåíòàëüíî èçìåðåííûå çíà÷åíèÿ ïåðèîäà T äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ
àìïëèòóäû êîëåáàíèé ϕ0 ñî çíà÷åíèÿìè ïåðèîäà, ðàññ÷èòàííûìè ïî ïðèáëèæåííîé òåîðåòè-
÷åñêîé ôîðìóëå

T = T0(1 + ϕ2
0/16), (1.1)

ãäå àìïëèòóäà ϕ0 âûðàæåíà â ðàäèàíàõ. Ñîñòàâüòå òàáëèöó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ è òåîðåòè÷å-
ñêèõ çíà÷åíèé ïåðèîäà äëÿ àìïëèòóä 30, 45, 60, 90, 120, 135 è 150 ãðàäóñîâ. Íàéäèòå ìàêñè-
ìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû ϕ0, âïëîòü äî êîòîðîãî îøèáêà òåîðåòè÷åñêîé ôîðìóëû (1.1) íå
ïðåâûøàåò îäíîãî ïðîöåíòà. Êàêóþ îøèáêó äàåò ýòà ôîðìóëà ïðè àìïëèòóäå 45 ãðàäóñîâ?
Êàê ìîæíî ïîëó÷èòü ýòó ïðèáëèæåííóþ òåîðåòè÷åñêóþ ôîðìóëó? (Ïðèâåäèòå åå âûâîä â
îò÷åòå.)

1.3 Çàòóõàíèå ìàëûõ êîëåáàíèé.
(à) Ïîêàæèòå òåîðåòè÷åñêè, ÷òî ìàëîå òðåíèå ïðèâîäèò ê ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàòóõàíèþ

ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè äîáðîòíîñòè Q àìïëèòóäà óìåíüøà-
åòñÿ âäâîå çà ÷åòûðå ïîëíûõ öèêëà êîëåáàíèé? Ââåäèòå ðàññ÷èòàííîå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè
è ïðîâåðüòå ðåçóëüòàò â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå íà êîìïüþòåðå.

(á) Óáåäèòåñü, ÷òî â ñëó÷àå î÷åíü ñèëüíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ, õàðàêòåðèçóåìîãî çíà÷åíèÿ-
ìè äîáðîòíîñòè Q íèæå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ 0.5, âûâåäåííûé èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
ìàÿòíèê âîçâðàùàåòñÿ â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, íå ñîâåðøàÿ êîëåáàíèé. Ìîæåò ëè ìàÿòíèê
ïåðåñå÷ü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ? Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ îñíîâíîå êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå ôàçî-
âûõ òðàåêòîðèé ìàÿòíèêà â ñëó÷àÿõ ñëàáîãî è î÷åíü ñèëüíîãî çàòóõàíèÿ?

1.2.2 Êîëåáàíèÿ ñ áîëüøèìè àìïëèòóäàìè
2.1 Ñðàâíåíèå ìàÿòíèêà ñ ëèíåéíûì îñöèëëÿòîðîì.
Ïðè áîëüøèõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèëüíåå ïðîÿâëÿåòñÿ íåëèíåé-

íûé õàðàêòåð çàâèñèìîñòè âîçâðàùàþùåãî ìîìåíòà ñèëû òÿæåñòè îò óãëà îòêëîíåíèÿ ϕ. Ïî-
ñêîëüêó sin ϕ < ϕ, óâåëè÷åíèå âîçâðàùàþùåãî ìîìåíòà ñ ðîñòîì óãëà îòêëîíåíèÿ ó ìàÿòíèêà
ïðîèñõîäèò â ìåíüøåé ñòåïåíè, ÷åì ó ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà. Ïîýòîìó ìàÿòíèê îòíîñèòñÿ ê
íåëèíåéíûì êîëåáàòåëüíûì ñèñòåìàì ñ �ìÿãêîé� âîçâðàùàþùåé ñèëîé.

(à) Êàêèì îáðàçîì óïîìÿíóòîå ðàçëè÷èå ìåæäó ìàÿòíèêîì è ëèíåéíûì îñöèëëÿòîðîì
ïðîÿâëÿåò ñåáÿ â ãðàôèêàõ çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè?
Êàê ýòè ðàçëè÷èÿ ïðîÿâëÿþòñÿ íà ôàçîâîé òðàåêòîðèè? Ïðèâåäèòå êà÷åñòâåííîå ôèçè÷åñêîå
îáúÿñíåíèå ýòèõ ðàçëè÷èé.

(á) Êàêèå ðàçëè÷èÿ ìåæäó ìàÿòíèêîì è ëèíåéíûì îñöèëëÿòîðîì ìîæíî íàáëþäàòü â
õàðàêòåðå ïðåâðàùåíèé ýíåðãèè ïðè êîëåáàíèÿõ? Ñîïîñòàâüòå ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ ìàÿòíèêà
ñ ãðàôèêîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îò óãëà îòêëîíåíèÿ (ñ ïîòåíöèàëüíîé ÿìîé ìàÿòíèêà).
Äëÿ òàêîãî ñîïîñòàâëåíèÿ îñîáåííî óäîáíî èñïîëüçîâàòü âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ôàçîâîé
ïëîñêîñòè è ïîòåíöèàëüíîé ÿìû íà ýêðàíå êîìïüþòåðà â ðàçäåëå �Ïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè�
(ýòîò ðàçäåë ìîæíî îòêðûòü, âûáèðàÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ïóíêò èç ìåíþ �Ýêðàí�). Îáðàòèòå
âíèìàíèå íà âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå òî÷åê ïîâîðîòà (òî÷åê ìàêñèìàëüíûõ îòêëîíåíèé) íà
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ôàçîâîé ïëîñêîñòè è â ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ìàÿòíèêà. Ïðè çàäàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
(ϕ(0) = ϕ0, ϕ̇(0) = Ω), ÷åìó ðàâíû çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé ìàÿòíèêà
â êðàéíèõ òî÷êàõ è â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ (â îòñóòñòâèå òðåíèÿ)?

2.2∗ Êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ñ áîëüøèìè àìïëèòóäàìè.
(à) Èññëåäóéòå ýêñïåðèìåíòàëüíî áîëüøèå êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Îá-

ðàòèòå âíèìàíèå íà ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêèé õàðàêòåð ãðàôèêîâ äèíàìè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ ïðè
ýòèõ îò÷åòëèâî íåñèíóñîèäàëüíûõ êîëåáàíèÿõ â êîíñåðâàòèâíîé íåëèíåéíîé ñèñòåìå. Êîãäà
àìïëèòóäà êîëåáàíèé íåñêîëüêî ïðåâûøàåò 90 ãðàäóñîâ, ãðàôèê çàâèñèìîñòè óãëîâîé ñêîðî-
ñòè îò âðåìåíè èìååò ïèëîîáðàçíóþ ôîðìó ñ ïî÷òè ïðÿìîëèíåéíûìè ðàâíîñòîðîííèìè òðå-
óãîëüíûìè çóáöàìè. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó. Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàôèê çàâèñèìîñòè
óãëà îòêëîíåíèÿ îò âðåìåíè ñîñòîèò èç çóáöîâ ïî÷òè ïàðàáîëè÷åñêîé ôîðìû, â ïðîòèâîïî-
ëîæíîñòü ñèíóñîèäàëüíîé ôîðìå ïðè êîëåáàíèÿõ ñ ìàëîé àìïëèòóäîé. Îáúÿñíèòå ïàðàáîëè-
÷åñêóþ ôîðìó çóáöîâ â ýòîì ñëó÷àå. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà âîçðàñòàíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé
ïðè óâåëè÷åíèè àìïëèòóäû (ñîñåäíèå äåëåíèÿ íà øêàëå âðåìåíè ðàçäåëåíû èíòåðâàëîì T0,
ðàâíûì ïåðèîäó ïðåäåëüíî ìàëûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà).

(á) Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, êàê çàìêíóòûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè êîëåáàíèé êîíñåðâà-
òèâíîãî ìàÿòíèêà âûòÿãèâàþòñÿ â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ýíåðãèè
ìàÿòíèêà. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó íàáëþäàåòñÿ (âîçðàñòàþùåå ñ ýíåðãèåé) îòëè÷èå ýòèõ ôàçîâûõ
òðàåêòîðèé îò ýëëèïòè÷åñêèõ (èëè êðóãîâûõ) ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà.
Äëÿ òàêîãî îáúÿñíåíèÿ âîñïîëüçóéòåñü ñðàâíåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû ëè-
íåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñ ñèíóñîèäàëüíîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìîé ìàÿòíèêà. Ïðèìèòå, ÷òî âáëèçè
äíà îáå ïîòåíöèàëüíûå ÿìû èìåþò îäèíàêîâóþ êðèâèçíó, ò. å. ÷òî ïåðèîä T0 ìàëûõ êîëåáàíèé
ìàÿòíèêà ðàâåí ïåðèîäó êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà. Íàïîìíèì, ÷òî
ïåðèîä êîëåáàíèé ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû (è ýíåðãèè).

(â) Ïðè áîëüøèõ àìïëèòóäàõ êîëåáàíèé ìàÿòíèê ñðàâíèòåëüíî áûñòðî ïðîõîäèò îêðåñò-
íîñòü ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (äíî ïîòåíöèàëüíîé ÿìû), çàòåì ìåäëåííî âçáèðàåòñÿ íà ïî-
ëîãèé, ïî÷òè ãîðèçîíòàëüíûé ñêëîí âåðõíåé ÷àñòè ñèíóñîèäàëüíîãî áàðüåðà, ðàçäåëÿþùåãî
ñîñåäíèå ïîòåíöèàëüíûå ÿìû, à çàòåì òàêæå ìåäëåííî ñïîëçàåò ñ íåãî. Òàêèì îáðàçîì, ìàÿò-
íèê ïðîâîäèò ïðè áîëüøèõ îòêëîíåíèÿõ ãîðàçäî áîëüøå âðåìåíè, ÷åì ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð,
ïàðàáîëè÷åñêèå áåðåãà ïîòåíöèàëüíîé ÿìû êîòîðîãî èìåþò íåóêëîííî âîçðàñòàþùóþ êðó-
òèçíó. Îñíîâûâàÿñü íà ñðàâíåíèè ôîðìû ýòè ïîòåíöèàëüíûõ ÿì, îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ñðåäíèå
çà ïåðèîä êîëåáàíèé çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìàÿòíèêà íå ðàâíû
äðóã äðóãó (â òî âðåìÿ êàê ó ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñðåäíèå çà ïåðèîä êîëåáàíèé çíà÷åíèÿ
êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îäèíàêîâû).

(ã)∗ Òùàòåëüíî èçó÷èòå ýêñïåðèìåíòàëüíî èíòåðåñíûé ñëó÷àé êîëåáàíèé ñ àìïëèòóäîé,
áëèçêîé ê 180◦. Çàäàéòå íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå 179.999◦ ïðè íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Ìà-
ÿòíèê äîâîëüíî äîëãî íàõîäèòñÿ ñ îäíîé ñòîðîíû ïåðåâåðíóòîãî íåóñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ, çàòåì ïîñòåïåííî óñêîðÿåòñÿ è ñðàâíèòåëüíî áûñòðî ïðîõîäèò ÷åðåç äíî ïîòåí-
öèàëüíîé ÿìû (÷åðåç óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ), çàòåì ìåäëåííî ïîäõîäèò ê ïåðå-
âåðíóòîìó ïîëîæåíèþ ñ äðóãîé ñòîðîíû, è íàäîëãî çàñòðåâàåò â òàêîì ïîëîæåíèè. Ñðàâíèòå
âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî ìàÿòíèê ïðîõîäèò ïî÷òè âåñü êðóãîâîé ïóòü (çà èñêëþ÷åíèåì
ìàëîé îêðåñòíîñòè ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ) îò îäíîé ñòîðîíû ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ
äî äðóãîé, ñ ïåðèîäîì ìàëûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà. Äðóãèìè ñëîâàìè, îöåíèòå äëèòåëüíîñòü
óåäèíåííîãî èìïóëüñà íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè óãëîâîé ñêîðîñòè îò âðåìåíè. Èëè, ÷òî òî æå
ñàìîå, îöåíèòå äëèòåëüíîñòü êðóòîãî ïî÷òè âåðòèêàëüíîãî ó÷àñòêà (ðàçìûòèå ñòóïåíüêè) íà
ïî÷òè ïðÿìîóãîëüíîì ãðàôèêå çàâèñèìîñòè óãëà îòêëîíåíèÿ îò âðåìåíè.

(ä)∗ Ïîïûòàéòåñü îïðåäåëèòü, êàêèì ôàêòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ øèðèíà (äëèòåëüíîñòü) ýòèõ
ïî÷òè ïðÿìîóãîëüíûõ çóáöîâ ãðàôèêà âðåìåíí�îé çàâèñèìîñòè óãëà îòêëîíåíèÿ. Èëè, ÷òî òî
æå ñàìîå, êàêèì ôàêòîðîì îïðåäåëÿåòñÿ èíòåðâàë âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè



3. Êîëåáàíèÿ è ïåðåâîðîòû æåñòêîãî ìàÿòíèêà 13

èìïóëüñàìè íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè óãëîâîé ñêîðîñòè îò âðåìåíè. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîïûòàé-
òåñü îïðåäåëèòü ôèçè÷åñêóþ ïðè÷èíó, îïðåäåëÿþùóþ ïîëíûé ïåðèîä òàêèõ íåîáû÷íûõ êî-
ëåáàíèé êîíñåðâàòèâíîãî ìàÿòíèêà. (Ïîäñêàçêà: èçìåðüòå ïåðèîä êîëåáàíèé ïîñëåäîâàòåëüíî
äëÿ çíà÷åíèé íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ 179.999◦, 179.990◦, è 179.900◦ ãðàäóñîâ, êàæäûé ðàç ïðè
íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè.

(å)∗∗ Ïîïûòàéòåñü îöåíèòü òåîðåòè÷åñêè ïðîìåæóòîê âðåìåíè, â òå÷åíèå êîòîðîãî ìà-
ÿòíèê äîñòèãàåò ïîëîæåíèÿ êðàéíåãî îòêëîíåíèÿ 179.99◦ ïðè âîçáóæäåíèè èç ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ñîîáùåíèåì íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè, íåîáõîäèìîé äëÿ äîñòèæåíèÿ òàêîãî
ìàêñèìàëüíîãî îòêëîíåíèÿ. Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò èñïîëüçóéòå äëÿ îöåíêè ïåðèîäà êîëå-
áàíèé ìàÿòíèêà ñ àìïëèòóäîé 179.99◦. Ñðàâíèòå Âàøó òåîðåòè÷åñêóþ îöåíêó ñ ïåðèîäîì
êîëåáàíèé, èçìåðåííûì â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå.

(æ)∗∗ Îáðàòèòå âíèìàíèå íà õàðàêòåð ïðåâðàùåíèé ýíåðãèè â ðàññìîòðåííîì âûøå äâè-
æåíèè. Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà E â ýòîì äâèæåíèè ïî÷òè ðàâíà âûñîòå 2mga ïîòåíöè-
àëüíîãî áàðüåðà, ò. å. çíà÷åíèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàÿòíèêà â ïåðåâåðíóòîì ïîëîæåíèè
(ϕ = ±π). Áîëüøóþ ÷àñòü ïåðèîäà òàêèõ êîëåáàíèé ìàÿòíèê ïðîâîäèò â îêðåñòíîñòè ïåðå-
âåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ, òàê êàê îí î÷åíü ìåäëåííî äâèæåòñÿ è ìåäëåííî óñêîðÿåòñÿ âáëèçè
ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ. Ïîýòîìó ñðåäíåå çà ïîëíûé ïåðèîä òàêèõ êîëåáàíèé çíà÷åíèå ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè ìàÿòíèêà ìíîãî áîëüøå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ åãî êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Â
òàêèõ êîëåáàíèÿõ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà ïðåâðàùàåòñÿ â êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ
ëèøü íà êîðîòêîå âðåìÿ, ïîêà ìàÿòíèê áûñòðî ïðîõîäèò ÷åðåç íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ
(÷åðåç ìèíèìóì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè). Ïîïûòàéòåñü ñäåëàòü òåîðåòè÷åñêóþ îöåíêó îòíî-
øåíèÿ ñðåäíèõ (çà ïåðèîä êîëåáàíèé) çíà÷åíèé ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ
àìïëèòóäû 179.99 ãðàäóñîâ.

2.3∗ Äâèæåíèå âäîëü ñåïàðàòðèñû.
(à) Êîãäà ìàÿòíèêó çàäàþò íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå, áëèçêîå ê 180 ãðàäóñàì, ïðè íóëåâîé

íà÷àëüíîé ñêîðîñòè, ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ðåçóëüòèðóþùåãî äâèæåíèÿ ïî÷òè ñîâïàäàåò ñ ñå-
ïàðàòðèñîé ϕ̇ = ±2ω0 cos(ϕ/2). Òî÷êà, èçîáðàæàþùàÿ ìåõàíè÷åñêîå ñîñòîÿíèå ìàÿòíèêà â
ôàçîâîé ïëîñêîñòè, áûñòðî ïðîõîäèò âäîëü íèæíåé âåòâè ñåïàðàòðèñû, íàäîëãî çàñòðåâàåò
îêîëî ëåâîé ñåäëîâîé òî÷êè (−π, 0), à çàòåì âîçâðàùàåòñÿ âäîëü âåðõíåé âåòâè ñåïàðàòðèñû.
Êàê íóæíî çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ÷òîáû èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ñíà÷àëà ïðîõîäèëà áû
âäîëü âåðõíåé âåòâè ñåïàðàòðèñû, à çàòåì âäîëü íèæíåé âåòâè? Òîëüêî âäîëü âåðõíåé âåòâè?

(á) Êàêóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü Ω (â åäèíèöàõ ω0) íóæíî ñîîáùèòü ìàÿòíèêó â íèæíåì
ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà äâèãàëàñü âäîëü ñåïàðàòðèñû
ôàçîâîé ïëîñêîñòè? Êàêóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü íóæíî äëÿ ýòîãî ñîîáùèòü ìàÿòíèêó, îòêëî-
íåííîìó èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà óãîë 60 ãðàäóñîâ? 90◦? −90◦? 120◦? Ïðîâåðüòå ñâîè
ðåçóëüòàòû â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå.

(â) Äëÿ ëèìèòàöèîííîãî äâèæåíèÿ (äâèæåíèÿ ïî ñåïàðàòðèñå) ðàññ÷èòàéòå èíòåðâàë âðå-
ìåíè τ , íà ïðîòÿæåíèè êîòîðîãî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà ïðåâîñõîäèò åãî ïîòåíöè-
àëüíóþ ýíåðãèþ. Èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íàéäèòå âðåìÿ, â òå÷åíèå êîòîðîãî ìàÿòíèê ïðîõîäèò
îò îäíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåíèÿ äî äðóãîãî, ñîâåðøàÿ êðóãîâîé ïóòü îò îäíîé ñòîðî-
íû ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ äî äðóãîé ÷åðåç íèæíåå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ. Âûðàçèòå ýòîò
èíòåðâàë âðåìåíè â åäèíèöàõ T0 ïåðèîäà ìàëûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà. Ïðîâåðüòå ñâîé òåîðå-
òè÷åñêèé ðåçóëüòàò â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå íà êîìïüþòåðå.

2.4 Êîëåáàíèÿ ñ áîëüøèìè àìïëèòóäàìè ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ.
(à) Èññëåäóéòå âëèÿíèå âÿçêîãî òðåíèÿ íà êîëåáàíèÿ ñ áîëüøèìè àìïëèòóäàìè. Íà÷íèòå

ñî ñëó÷àÿ ñðàâíèòåëüíî ñëàáîãî òðåíèÿ (ñêàæåì, Q ≈ 20). Îáðàòèòå âíèìàíèå íà èçìåíåíèå
ôîðìû ãðàôèêîâ ïî ìåðå òîãî, êàê ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà è àìïëèòóäà ïîñòåïåííî
óìåíüøàþòñÿ èç-çà òðåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, êàê ïåðâîíà÷àëüíî ïèëîîá-
ðàçíàÿ êðèâàÿ ãðàôèêà óãëîâîé ñêîðîñòè (ñ åå îñòðûìè ïî÷òè ïðÿìîëèíåéíûìè òðåóãîëüíû-
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ìè çóáöàìè) è ïåðâîíà÷àëüíàÿ êðèâàÿ ãðàôèêà óãëà îòêëîíåíèÿ (ñ ïî÷òè ïàðàáîëè÷åñêèìè
çóáöàìè) ïîñòåïåííî ýâîëþöèîíèðóþò, ïðèáëèæàÿñü ïî ôîðìå ê ñèíóñîèäàëüíûì êðèâûì,
õàðàêòåðíûì äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

(á) Ïîä âëèÿíèåì âÿçêîãî òðåíèÿ èçìåíÿåòñÿ òîïîëîãèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ìàÿòíèêà.
Âìåñòî çàìêíóòûõ êðèâûõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêèì êîëåáàíèÿì êîíñåðâà-
òèâíîãî ìàÿòíèêà, ìû âèäèì ñêðó÷èâàþùèåñÿ ñïèðàëè, ñîâåðøàþùèå áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïî-
ñòåïåííî ñæèìàþùèõñÿ âèòêîâ âîêðóã ôîêóñà, ðàñïîëîæåííîãî â íà÷àëå êîîðäèíàò ôàçî-
âîé ïëîñêîñòè. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, êàê ïîñòåïåííî èçìåíÿåòñÿ ôîðìà âèòêîâ ôàçîâîé
òðàåêòîðèè ïî ìåðå òîãî, êàê îíè îòäàëÿþòñÿ îò ñåïàðàòðèñû. Ïðèâåäèòå êà÷åñòâåííîå îáú-
ÿñíåíèå íàáëþäàåìûì èçìåíåíèÿì. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà âÿçêîå
òðåíèå ïðèâîäèò ê ñæàòèþ âèòêîâ ôàçîâîé òðàåêòîðèè, ïðè êîòîðîì ñîõðàíÿåòñÿ ãåîìåòðè-
÷åñêîå ïîäîáèå âèòêîâ â ïðîöåññå ïðèáëèæåíèÿ ôàçîâîé êðèâîé ê íà÷àëó êîîðäèíàò.

(â) Ðàáîòàÿ â îêíå ïðîãðàììû �Ïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè�, îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, êàê
ñêîðîñòü äèññèïàöèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè â
ïîòåíöèàëüíîé ÿìå ìàÿòíèêà. Â êàêîé ìîìåíò íà ïðîòÿæåíèè öèêëà êîëåáàíèé ñêîðîñòü
äèññèïàöèè ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ìàêñèìàëüíà? Ìîòèâèðóéòå ñâîé îòâåò.

(ã)∗∗ Ñ ïîìîùüþ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè ðàññ÷èòàéòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íà÷àëü-
íîé óãëîâîé ñêîðîñòè, êîòîðóþ íóæíî ñîîáùèòü ìàÿòíèêó â íèæíåì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ
äëÿ òîãî, ÷òîáû îí äîñòèã ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ (íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ) â ñëó÷àå
ïîëíîãî îòñóòñòâèÿ òðåíèÿ, è ïðè ñëàáîì òðåíèè, êîãäà äîáðîòíîñòü Q ðàâíà 20. Êàêóþ íà-
÷àëüíóþ ñêîðîñòü íóæíî ñîîáùèòü ìàÿòíèêó äëÿ äîñòèæåíèÿ ïåðåâåðíóòîãî ïîëîæåíèÿ, åñëè
ïåðâîíà÷àëüíî îí áûë îòêëîíåí èç ïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ íà óãîë 60 ãðàäóñîâ?
Íà óãîë 90 ãðàäóñîâ?

1.2.3 Ïåðåâîðîòû è âðàùåíèÿ ìàÿòíèêà
Ìàÿòíèê âðàùàåòñÿ (ñîâåðøàåò ïîëíûå îáîðîòû), åñëè åãî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ïðåâûøàåò 2mga,
ò. å. ïðåâûøàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ñîîòâåòñòâóþùåå ïåðåâåðíó-
òîìó ïîëîæåíèþ. Âëèÿíèå ïîëÿ òÿæåñòè ñêàçûâàåòñÿ â òîì, ÷òî âðàùåíèå ìàÿòíèêà â âåðòè-
êàëüíîé ïëîñêîñòè ïðîèñõîäèò íåðàâíîìåðíî: óãëîâàÿ ñêîðîñòü ìàêñèìàëüíà â òå ìîìåíòû,
êîãäà ìàÿòíèê ïðîõîäèò ÷åðåç íèæíåå ïîëîæåíèå óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ, è ìèíèìàëüíà, êî-
ãäà îí ïðîõîäèò ÷åðåç âåðõíåå ïîëîæåíèå íåóñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ (ïðè ïîëíîì îòñóòñòâèè
òðåíèÿ).

3.1 Óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïðè ïåðåâîðîòàõ ìàÿòíèêà.
(à) Âûáåðèòå ïîëíîå îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ðàññ÷èòàéòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íà÷àëüíîé óã-

ëîâîé ñêîðîñòè, êîòîðóþ íóæíî ñîîáùèòü ìàÿòíèêó â íèæíåì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ, ÷òîáû
ìàÿòíèê ñîâåðøèë ïîëíûé ïåðåâîðîò. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà õàðàêòåð ãðàôèêà çàâèñèìîñòè
óãëîâîé ñêîðîñòè îò âðåìåíè ïðè äâèæåíèè c íà÷àëüíîé ñêîðîñòüþ, ïðåâûøàþùåé ýòî ìè-
íèìàëüíîå çíà÷åíèå: êîäà ìàÿòíèê ñîâåðøàåò ïåðåâîðîòû, åãî óãëîâàÿ ñêîðîñòü èçìåíÿåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêè (ò. å. óãëîâàÿ ñêîðîñòü îñöèëëèðóåò ñî âðåìåíåì), íî çíàê óãëîâîé ñêîðîñòè
(íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ) íå èçìåíÿåòñÿ, è ãðàôèê íå ïåðåñåêàåò îñü âðåìåíè.

(á)∗ Êàê èçìåíèòñÿ ïåðèîä ýòèõ êîëåáàíèé óãëîâîé ñêîðîñòè, åñëè óâåëè÷èòü íà÷àëüíóþ
ñêîðîñòü, ñîîáùàåìóþ ìàÿòíèêó ïðè âîçáóæäåíèè? Ðàññ÷èòàéòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå óãëî-
âîé ñêîðîñòè ïðè ïåðåâîðîòàõ ìàÿòíèêà äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ Ω íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðî-
ñòè. Íàéäèòå àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïåðèîäà âðàùåíèÿ îò íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè
T (Ω) äëÿ çíà÷åíèé ïîëíîé ýíåðãèè E, çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèõ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ
ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà (E À 2mga). Ñäåëàéòå òåîðåòè÷åñêóþ îöåíêó ïåðèîäà âðàùåíèÿ
ìàÿòíèêà, êîòîðîìó â íèæíåé òî÷êå ñîîáùåíà óãëîâàÿ ñêîðîñòü, ðàâíàÿ 3 åäèíèöàì óãëîâîé
÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé. Ïðîâåðüòå ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå.
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(â) Êàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íóæíî ââåñòè â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå äëÿ òîãî ÷òî-
áû ïîëó÷èòü ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ, ïðîõîäÿùóþ íàä ñåïàðàòðèñîé? Ðàñïîëîæåííóþ íèæå
ñåïàðàòðèñû? Ñîâïàäàþùóþ ñ âåðõíåé èëè ñ íèæíåé âåòâüþ ñåïàðàòðèñû?

3.2∗ Ïåðèîäû ïåðåâîðîòîâ è áîëüøèõ êîëåáàíèé.
(à) Îñîáåííî èíòåðåñíî ñðàâíèòü ïåðèîä ïåðåâîðîòîâ ìàÿòíèêà â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ñ

ïåðèîäîì êîëåáàíèé òîãî æå êîíñåðâàòèâíîãî ìàÿòíèêà â ñëó÷àå, êîãäà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ E
áëèçêà ê ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó çíà÷åíèþ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè Emax = 2mga. Â ýòîì
ñëó÷àå ôàçîâûå òðàåêòîðèè ïåðåâîðîòîâ è êîëåáàíèé ïðîõîäÿò â îêðåñòíîñòè ñåïàðàòðèñû.
Èñïîëüçóÿ ìîäåëèðóþùèé ýêñïåðèìåíò, âûïîëíèòå èçìåðåíèå ïåðèîäà äëÿ äâóõ çíà÷åíèé
ïîëíîé ýíåðãèè E, êîòîðûå ñëåãêà îòëè÷àþòñÿ îò Emax íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó â áîëüøóþ
è ìåíüøóþ ñòîðîíó. Íàïðèìåð, âîçüìèòå ñíà÷àëà E/Emax = 0.9999 à çàòåì E/Emax = 1.0001.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîäîáíûõ èçìåðåíèé óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ îêíîì ïðîãðàììû �Ôàçîâûé
ïîðòðåò ìàÿòíèêà�. Â ýòîì îêíå ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà (ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè
ïîëíîé ýíåðãèè) è ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ îñòàíàâëèâàåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ïî çàâåðøåíèè îäíî-
ãî öèêëà äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà. Ïîýòîìó îêîí÷àòåëüíîå ïîêàçàíèå òàéìåðà äàåò èíòåðåñóþùåå
íàñ çíà÷åíèå ïåðèîäà äàííîãî äâèæåíèÿ (â åäèíèöàõ ïåðèîäà T0 ïðåäåëüíî ìàëûõ êîëåáàíèé),
è íå âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûõ îøèáîê, ñâÿçàííûõ ñ òðóäíîñòÿìè ðó÷íîé îñòàíîâêè òàéìåðà
â íóæíûé ìîìåíò. Â ïðàâîì íèæíåì óãëó îêíà íàõîäèòñÿ òàáëèöà, â êîòîðóþ àâòîìàòè÷å-
ñêè çàíîñÿòñÿ çíà÷åíèÿ àìïëèòóä è ïåðèîäîâ T , ïîëó÷àåìûå ïðè âûïîëíåíèè ìîäåëèðóþùèõ
ýêñïåðèìåíòîâ ïðè çàäàííûõ Âàìè çíà÷åíèÿõ ïîëíîé ýíåðãèè E. Ñ ïîìîùüþ ýòîé òàáëèöû
ìîæíî ïîëó÷èòü êîëè÷åñòâåííóþ çàâèñèìîñòü ïåðèîäà îò ýíåðãèè T (E).

(á)∗ ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå èçìåðåííûõ Âàìè ïåðèîäîâ äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà äëÿ ýòèõ äâóõ
ñëó÷àåâ? Êàê ìîæíî îáúÿñíèòü íàáëþäàåìîå îòíîøåíèå ïåðèîäîâ?

(â)∗∗ Ïîïûòàéòåñü ïîëó÷èòü òåîðåòè÷åñêóþ îöåíêó ïåðèîäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ñ ýíåð-
ãèåé E/Emax = 0.9999, è ïåðèîäà âðàùåíèÿ ñ ýíåðãèåé E/Emax = 1.0001.

(ã)∗∗ Êîãäà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà E ïðåâûøàåò âûñîòó ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà Emax =
2mga, ïåðèîä âðàùåíèÿ T áûñòðî óáûâàåò ïðè óâåëè÷åíèè ïîëíîé ýíåðãèè ìàÿòíèêà. Íàéäèòå
àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïåðèîäà T (E) ïðè ñòðåìëåíèè ýíåðãèè E ê áåñêîíå÷íîñòè.

3.3∗ Ïåðåâîðîòû ìàÿòíèêà ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ.
(à) Èçó÷èòå ýêñïåðèìåíòàëüíî âðàùåíèå ìàÿòíèêà ïðè íàëè÷èè ñëàáîãî âÿçêîãî òðåíèÿ.

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, êàê ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïîñòåïåííî ïðèáëèæàåòñÿ ê ñåïàðàòðèñå.
Êàêîå çíà÷åíèå èìååò ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ìàÿòíèêà â òîò ìîìåíò, êîãäà ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ
ïåðåñåêàåò ñåïàðàòðèñó? Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî äî ïåðåñå÷åíèÿ ñåïàðàòðèñû, ïîêà
ìàÿòíèê ñîâåðøàåò ïîëíûå ïåðåâîðîòû, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ è óãëîâàÿ ñêîðîñòü íèãäå íå
îáðàùàþòñÿ â íóëü.

(á)∗∗ Èñïîëüçóÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, îöåíèòå ìèíèìàëüíóþ íà÷àëüíóþ óãëîâóþ ñêî-
ðîñòü, êîòîðóþ íåîáõîäèìî ñîîáùèòü ìàÿòíèêó â íèæíåì ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ äëÿ òîãî
÷òîáû îí ñîâåðøèë ïîëíûé îáîðîò. Äîáðîòíîñòü ìàÿòíèêà Q = 20. Êàêàÿ íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ
ñêîðîñòü íóæíà äëÿ òîãî ÷òîáû ìàÿòíèê ñîâåðøèë äâà îáîðîòà? Ïðîâåðüòå ñâîè ðàñ÷åòû â
ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå. Ìåòîäîì ïðîá è îøèáîê óòî÷íèòå ïîëó÷åííóþ îöåíêó íåîáõî-
äèìîé ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòè. Îáúÿñíèòå íàáëþäàåìîå íåáîëüøîå ðàçëè÷èå òåîðåòè÷åñêîãî
è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî çíà÷åíèé ìèíèìàëüíîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè.



4. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà 16

4. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà
1.2.1 Óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
Ïðè èçó÷åíèè óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðóþùåé êîìïüþòåðíîé ïðîãðàì-
ìû íåò íåîáõîäèìîñòè äîæèäàòüñÿ, ïîêà ïðîèçîéäåò óñòàíîâëåíèå êîëåáàíèé. Äëÿ òîãî, ÷òî-
áû ñðàçó ïðîèñõîäèëî ìîäåëèðîâàíèå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé, äîñòàòî÷íî âûáðàòü îïöèþ
�Óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ� â ïàíåëè �Óñëîâèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ�. Ïðè ýòîì ïðîãðàììà àâ-
òîìàòè÷åñêè âûáèðàåò íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ϕ(0) = a sin δ è ϕ̇(0) = aω cos δ, îáåñïå÷èâàþùèå
îòñóòñòâèå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, íåçàâèñèìî îò ââåäåííûõ Âàìè íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Íåîá-
õîäèìûå çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû a è ñäâèãà ôàç δ ïðîãðàììà ðàññ÷èòûâàåò íà îñíîâå âûðà-
æåíèé (4.8) èç ó÷åáíîãî ïîñîáèÿ �Ôèçèêà êîëåáàíèé�, èñïîëüçóÿ ââåäåííûå Âàìè çíà÷åíèÿ
âûíóæäàþùåé ÷àñòîòû ω è äîáðîòíîñòè îñöèëëÿòîðà Q.

1.1 Óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ.
(à) Ñòðîãî ãîâîðÿ, â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ïåðåõîäíûé ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ áåñêîíå÷íî äîë-

ãî, òàê ÷òî óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ íåèçìåííîé àìïëèòóäû âîçìîæíû òîëüêî ïðè óêàçàí-
íûõ âûøå íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Èìååò ëè êàêîé-ëèáî ôèçè÷åñêèé ñìûñë àíàëèòè÷åñêîå ðå-
øåíèå ϕ(t) = a sin(ωt + δ) ñ a = φ0ω

2
0/(ω2

0 − ω2), îïèñûâàþùåå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ
ïðè γ = 0, äëÿ êàêèõ-ëèáî èíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé? Ìîæíî ëè ïðèìåíÿòü ýòî ðåøåíèå
ê ðåàëüíûì ôèçè÷åñêèì ñèñòåìàì? Åñëè äà, òî ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ âîçìîæíî íàáëþäàòü
îïèñûâàåìîå ýòèì ðåøåíèåì äâèæåíèå â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ?

(á) Óáåäèòåñü íà îïûòå, ÷òî ïðè âûíóæäàþùèõ ÷àñòîòàõ, ìåíüøèõ ñîáñòâåííîé ÷àñòî-
òû îñöèëëÿòîðà (ò. å. ïðè ω < ω0), óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäÿò â
îäèíàêîâîé ôàçå ñ êîëåáàíèÿìè âîçáóæäàþùåãî øàòóíà. Ïðè êàêîé ÷àñòîòå àìïëèòóäà êîëå-
áàíèé ìàõîâèêà áóäåò â äâà ðàçà ïðåâîñõîäèòü àìïëèòóäó øàòóíà? Ðàññ÷èòàéòå ýòó ÷àñòîòó
è ïðîâåðüòå ñâîé ðåçóëüòàò ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðóþùåãî ýêñïåðèìåíòà.

(â) Óáåäèòåñü, ÷òî ïðè âûíóæäàþùèõ ÷àñòîòàõ, áîëüøèõ ÷åì ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà (ò. å.
ïðè ω > ω0), êîëåáàíèÿ ìàõîâèêà ïðîèñõîäÿò â ïðîòèâîôàçå ñ êîëåáàíèÿìè âîçáóæäàþùå-
ãî øàòóíà. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ÷àñòîòû (ω > ω0) àìïëèòóäà ìàõîâèêà îïÿòü áóäåò âäâîå
ïðåâîñõîäèòü àìïëèòóäó øàòóíà? Ïðè êàêîé ÷àñòîòå àìïëèòóäû ìàõîâèêà è øàòóíà áóäóò
ðàâíû? Ïðè êàêîé ÷àñòîòå àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìàõîâèêà áóäåò âäâîå ìåíüøå
àìïëèòóäû øàòóíà? Ïðîâåðüòå ñâîè îòâåòû â ýêñïåðèìåíòå.

1.2∗ Ïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè ïðè óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ îñ-
öèëëÿòîðà.

(à) Èñïîëüçóÿ ãðàôèêè ïîòåíöèàëüíîé, êèíåòè÷åñêîé è ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè, âû-
ÿñíèòå, âî âðåìÿ êàêèõ ÷àñòåé öèêëà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ýíåðãèÿ ïåðåäàåòñÿ îò øàòóíà
(òî÷íåå, îò âíåøíåãî èñòî÷íèêà, îáåñïå÷èâàþùåãî çàäàííîå ïðèíóäèòåëüíîå äâèæåíèå øà-
òóíà) îñöèëëÿòîðó. Ïðèâåäèòå ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå íàáëþäàåìîìó íàïðàâëåíèþ ïåðåíîñà
ýíåðãèè. Íà ïðîòÿæåíèè êàêèõ ÷àñòåé öèêëà ïðîèñõîäèò îáðàòíàÿ ïåðåäà÷à ýíåðãèè îò îñ-
öèëëÿòîðà ê âíåøíåìó èñòî÷íèêó?

(á) Â ñëó÷àå êèíåìàòè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, ÷åìó ðàâíî îòíî-
øåíèå ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ òåõ çíà÷åíèé ÷àñòîòû
âîçáóæäåíèÿ, ïðè êîòîðûõ àìïëèòóäà ìàõîâèêà âäâîå ïðåâîñõîäèò àìïëèòóäó øàòóíà? Äëÿ
çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû, ïðè êîòîðîì ýòè àìïëèòóäû ðàâíû? Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà àìïëèòóäà ìàõî-
âèêà âäâîå ìåíüøå àìïëèòóäû øàòóíà? Ñðàâíèòå íàáëþäàåìûå íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ãðà-
ôèêàõ çíà÷åíèÿ ñ ïîëó÷åííûìè Âàìè òåîðåòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè ýòîãî îòíîøåíèÿ ñðåäíèõ
ýíåðãèé.

1.3 Àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé è èõ çàïàçäûâàíèå ïî ôàçå. Ââåäèòå
íåêîòîðîå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè îñöèëëÿòîðà, ñêàæåì, Q = 5.
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(à) Îöåíèòå, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà â ýòîì ñëó÷àå íèæå ñîáñòâåííîé
÷àñòîòû îñöèëëÿòîðà ω0.

(á) ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå àìïëèòóäû ìàõîâèêà ïðè ðåçîíàíñå ê àìïëèòóäå âûíóæäàþ-
ùåãî øàòóíà?

(â) ×åìó ðàâåí ñäâèã ôàç (â ðàäèàíàõ è â äîëÿõ ïåðèîäà êîëåáàíèé) ìåæäó êîëåáàíèÿìè
ìàõîâèêà è øàòóíà íà ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòå è ãà ÷àñòîòå, ñîñòàâëÿþùåé 0,8 ðåçîíàíñíîãî
çíà÷åíèÿ?

Äàéòå îòâåòû íà òå æå âîïðîñû äëÿ Q = 20.
1.4∗∗ Îñîáåííîñòè êèíåìàòè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé. Â ñëó÷àå äèíàìè-

÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé çàäàííîé ïåðèîäè÷åñêîé ñèëîé, âåëè÷èíà êîòîðîé íå çàâèñèò
îò ïîëîæåíèÿ ìàõîâèêà, îòíîøåíèå ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèé
ðàâíî (ω0/ω)2, òàê ÷òî ïðè íèçêèõ ÷àñòîòàõ â ñðåäíåì ïðåîáëàäàåò ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ.

(à) Ïðîàíàëèçèðóéòå èçìåíåíèå ñî âðåìåíåì êàæäîãî èç âèäîâ ýíåðãèè è ïîëíîé ýíåðãèè
îñöèëëÿòîðà ïðè êèíåìàòè÷åñêîì âîçáóæäåíèè. Ïî÷åìó, íåñìîòðÿ íà ñîâïàäåíèå äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ ñëó÷àåâ äèíàìè÷åñêîãî è êèíåìàòè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé,
â ýíåðãåòè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèÿõ èìåþòñÿ îïðåäåëåííûå ðàçëè÷èÿ? Ðàññ÷èòàéòå îòíîøåíèå
ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè äëÿ êèíåìàòè÷åñêîãî ñïîñîáà âîç-
áóæäåíèÿ êîëåáàíèé. Ïðèâåäèòå êà÷åñòâåííûå ôèçè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ äëÿ îáúÿñíåíèÿ îò-
ëè÷èÿ ýòîãî îòíîøåíèÿ îò ñëó÷àÿ äèíàìè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé.

(á) Ïðè êàêîé ÷àñòîòå âîçáóæäåíèÿ ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè îäèíàêîâû?

(â) Â ñëó÷àå äèíàìè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ïðè ðåçîíàíñå ìàê-
ñèìàëüíûå (è ñðåäíèå) çíà÷åíèÿ äâóõ âèäîâ ýíåðãèè îäèíàêîâû, à èõ èçìåíåíèÿ ïðîèñõîäÿò
òî÷íî â ïðîòèâîôàçå, òàê ÷òî ïîëíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà îñòàåòñÿ íåèçìåí-
íîé. Âíåøíèé èñòî÷íèê ëèøü êîìïåíñèðóåò ïîòåðè ýíåðãèè èç-çà òðåíèÿ. Îäíàêî ïðè êèíå-
ìàòè÷åñêîì âîçáóæäåíèè îñöèëëÿòîðà åãî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ èñïûòûâàåò âàðèàöèè äàæå ïðè
ðåçîíàíñå. Ðàññ÷èòàéòå, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ìàêñèìàëüíûå è ìèíèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êàæ-
äîãî èç âèäîâ ýíåðãèè ïðè ðåçîíàíñå îòëè÷àþòñÿ îò èõ ñðåäíèõ çíà÷åíèé.

1.5∗∗ Óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ïðè ðàçíûõ ÷àñòîòàõ.
(à) Ïóñòü ÷àñòîòà ω ïðèíóäèòåëüíîãî äâèæåíèÿ øàòóíà íåìíîãî íèæå ñîáñòâåííîé ÷àñòî-

òû îñöèëëÿòîðà ω0, ñêàæåì, ω = 0.9 ω0, è ïóñòü äîáðîòíîñòü Q ðàâíà 5. ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå
àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ê àìïëèòóäå ïðè ðåçîíàíñå? Êàêóþ äîëþ öèêëà ñî-
ñòàâëÿåò îòñòàâàíèå ïî ôàçå êîëåáàíèé ìàõîâèêà îò êîëåáàíèé øàòóíà?

(á) Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ âûíóæäàþùåé ÷àñòîòû (ïî îáå ñòîðîíû îò ðåçîíàíñà) àìïëèòó-
äà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ñîñòàâëÿåò ïîëîâèíó àìïëèòóäû ïðè ðåçîíàíñå? Êàêóþ ÷àñòü
öèêëà ñîñòàâëÿåò çàïàçäûâàíèå ïî ôàçå â êàæäîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ? Êàêîé èç âèäîâ ýíåðãèè
â ñðåäíåì ïðåîáëàäàåò â êàæäîì ñëó÷àå?

(â) Ïðè êàêîé ÷àñòîòå ω âûíóæäàþùåãî øàòóíà àìïëèòóäû ìàõîâèêà è øàòóíà îäèíà-
êîâû? Êàêóþ ÷àñòü ïåðèîäà ñîñòàâëÿåò â ýòîì ñëó÷àå çàïàçäûâàíèå ìàõîâèêà îò øàòóíà ïî
ôàçå?

1.6∗∗ Ïîëóøèðèíà ðåçîíàíñíîé êðèâîé.
(à) Èçó÷èòå àíàëèòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî çàâèñèìîñòü ðåçîíàíñíîé àìïëèòóäû óñòà-

íîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò çíà÷åíèÿ äîáðîòíîñòè Q. Êàê ïîëóøèðèíà ðåçîíàíñíîé êðèâîé
çàâèñèò îò äîáðîòíîñòè îñöèëëÿòîðà? (Ïîëóøèðèíîé ðåçîíàíñíîé êðèâîé íàçûâàþò èíòåð-
âàë ÷àñòîò, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ïðåâûøàåò ïîëîâèíó
åå ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ.) Ïîëó÷èòå ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó äëÿ ïîëóøèðèíû, ñïðàâåä-
ëèâóþ â ñëó÷àå ñëàáîãî çàòóõàíèÿ, ò. å. ïðè Q À 1.
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(á) Êàê èçìåíÿåòñÿ ïîëîæåíèå ìàêñèìóìà ðåçîíàíñíîé êðèâîé ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ çàòó-
õàíèÿ? Ïðè êàêîì çíà÷åíèè äîáðîòíîñòè Q ýòîò ìàêñèìóì ñìåùàåòñÿ ê íóëåâîìó çíà÷åíèþ
÷àñòîòû? Èíà÷å ãîâîðÿ, ïðè êàêîé äîáðîòíîñòè Q ñòàòè÷åñêèé ýôôåêò âûíóæäàþùåé ñèëû
áîëüøå äèíàìè÷åñêîãî ýôôåêòà òàêîé æå ïî âåëè÷èíå ïåðåìåííîé ñèëû ïðè âñåõ ÷àñòîòàõ?

1.7∗∗ Ïîãëîùàåìàÿ è ðàññåèâàåìàÿ ìîùíîñòü.
(à) Äîêàæèòå àíàëèòè÷åñêè, ÷òî ïðè óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ ýíåðãèÿ,

ïîëó÷àåìàÿ îñöèëëÿòîðîì îò âíåøíåãî èñòî÷íèêà çà ïåðèîä, ðàâíà ýíåðãèè, ðàññåèâàåìîé
îñöèëëÿòîðîì èç-çà òðåíèÿ çà òî æå âðåìÿ. Âîñïîëüçóéòåñü âûðàæåíèåì (4.8) èç ó÷åáíîãî
ïîñîáèÿ �Ôèçèêà êîëåáàíèé� äëÿ çíà÷åíèé àìïëèòóäû a è ôàçû δ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé.

(á) Ïîêàæèòå, ÷òî ñïåêòðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ýíåðãèè, ïîãëîùàåìîé îñöèëëÿòîðîì ñ âû-
ñîêîé äîáðîòíîñòüþ ïðè âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ, îïèñûâàåòñÿ ëîðåíöåâñêîé ôóíêöèåé

F (ω) =
1

1 + (ω − ω0)2τ2
,

ãäå τ = 1/γ. Âûðàçèòå ïîëóøèðèíó ëîðåíöåâñêîãî êîíòóðà ÷åðåç äîáðîòíîñòü îñöèëëÿòîðà.

1.2.2 Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû
2.1∗ Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ïåðåõîäíûé ïðîöåññ íå âîçíèêàåò.
(à) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèé äîáðîòíîñòè îñöèëëÿòîðà, àìïëèòóäû è ÷àñòîòû âîçáóæ-

äàþùåãî øàòóíà ïîëó÷èòå âûðàæåíèÿ äëÿ íà÷àëüíîãî óãëà îòêëîíåíèÿ ìàõîâèêà ϕ0 = ϕ(0)
è åãî óãëîâîé ñêîðîñòè Ω = ϕ̇(0) ïðè t = 0, ÷òîáû ñèíóñîèäàëüíûå âûíóæäåííûå êîëåáà-
íèÿ íåèçìåííîé àìïëèòóäû ïðîèñõîäèëè ñðàçó ïîñëå âêëþ÷åíèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, áåç
ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà.

(á) Ïðèíÿâ Q = 5, ω = ω0, è φ0 = 15◦, ðàññ÷èòàéòå çíà÷åíèÿ ϕ0 è Ω, ïðè êîòîðûõ íå áóäåò
ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Ïðîâåðüòå ñâîé ðåçóëüàò ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðóþøåãî ýêñïåðèìåíòà
íà êîìïüþòåðå. Ïîâòîðèòå ðàñ÷åò è ýêñïåðèìåíò äëÿ äðóãèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû:
Q = 25, ω = 0.5 ω0, φ0 = 15◦ è, ñêàæåì, äëÿ Q = 25, ω = 1.5 ω0, φ0 = 15◦.

2.2∗ Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû ïðè ðåçîíàíñå. Ïðèìèòå ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ äëÿ ïàðà-
ìåòðîâ îñöèëëÿòîðà è âûíóæäàþùåãî âîçäåéñòâèÿ: Q = 5, ω = ω0, φ0 = 15◦, è ðàññìîòðèòå
ïåðåõîäíûé ïðîöåññ ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ ϕ(0) = 0, ϕ̇(0) = 0.

(à) Ðàññ÷èòàéòå ïðîìåæóòîê âðåìåíè (âûðàçèâ åãî â åäèíèöàõ ïåðèîäà êîëåáàíèé), ïî
èñòå÷åíèè êîòîðîãî àìïëèòóäà ìàõîâèêà äîñòèãíåò 90% ñâîåãî óñòàíîâèâøåãîñÿ çíà÷åíèÿ.
Ïðîâåðüòå ñâîé ðåçóëüòàò â ýêñïåðèìåíòå. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð
ïðèáëèæåíèÿ àìïëèòóäû ê ñâîåìó çíà÷åíèþ äëÿ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé.

Ïðîàíàëèçèðóéòå ýíåðãåòè÷åñêèå ïðåâðàùåíèÿ â ýòîì ïðîöåññå, èñïîëüçóÿ ãðàôèêè êè-
íåòè÷åñêîé, ïîòåíöèàëüíîé è ïîëíîé ýíåðãèè. Â êàêèå ìîìåíòû âðåìåíè ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îñ-
öèëëÿòîðà ðàñòåò íàèáîëåå áûñòðî?

(á) Âíèìàòåëüíî èçó÷èòå ãðàôèêè ðàçëîæåíèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà íà åãî ïðîñòûå ñî-
ñòàâëÿþùèå (íà ãàðìîíè÷åñêèå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ è çàòóõàþùèå ñîáñòâåííûå êîëå-
áàíèÿ). Îáðàòèòå îñîáîå âíèìàíèå íà ýêñïîíåíöèàëüíîå çàòóõàíèå âêëàäà ñîáñòâåííûõ êî-
ëåáàíèé. Ïî÷åìó íà÷àëüíàÿ àìïëèòóäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ñîâïàäàåò â ýòîì ñëó÷àå ñ
àìïëèòóäîé óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé? Èçìåíèòñÿ ëè ýòî ñîîòíîøåíèå àìïëèòóä ïðè èçìå-
íåíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé?

(â)∗ Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ϕ(t), ñîîòâåòñòâóþùåå ðåçî-
íàíñíîìó ñëó÷àþ (ω = ω0), ïðåäñêàæèòå ïîâåäåíèå ñå÷åíèé Ïóàíêàðå íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè.
Ïðîâåðüòå ñâîå ïðåäñêàçàíèå â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå.

(ã)∗ Ðàññìîòðèòå ïåðåõîäíûé ïðîöåññ ðåçîíàíñíîé ðàñêà÷êè îñöèëëÿòîðà â îòñóòñòâèå òðå-
íèÿ. Ïî êàêîìó çàêîíó ðàñòåò àìïëèòóäà â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå, íà÷èíàþùåìñÿ èç ñîñòîÿíèÿ
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ïîêîÿ â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ? Âî ñêîëüêî ðàç àìïëèòóäà ìàõîâèêà ïðåâûñèò àìïëèòóäó øà-
òóíà ïîñëå k = 15 ïîëíûõ öèêëîâ êîëåáàíèÿ øàòóíà? Ñêîëüêî ïåðèîäîâ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ
íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû àìïëèòóäà ìàõîâèêà â n = 20 ðàç ïðåâûñèëà àìïëèòóäó øàòóíà?
Ïðîâåðüòå ñâîè îòâåòû â ýêñïåðèìåíòå. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêöèÿ ôàçîâîé òðàåê-
òîðèè íà ïëîñêîñòü (ϕ, ϕ̇) â ýòîì ñëó÷àå? Êàê ðàñïîëàãàþòñÿ â ôàçîâîé ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ
Ïóàíêàðå?

(ä)∗ Âîçìîæíî ëè óìåíüøåíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ìàõîâèêà â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ïðè
òî÷íîé íàñòðîéêå âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ â ðåçîíàíñ ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé îñöèëëÿòîðà?
Ïðèâåäèòå ôèçè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ñâîåìó îòâåòó. Ïîäòâåðæäàþòñÿ ëè Âàøè çàêëþ÷åíèÿ â
ýêñïåðèìåíòå?

2.3∗ Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû âáëèçè ðåçîíàíñà.
Èññëåäóéòå ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ êîëåáàíèé â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñà. Ïóñòü ÷àñòîòà âíåø-

íåãî âîçáóæäåíèÿ ðàâíà, íàïðèìåð, 1.2 ω0 (ω0 � ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà). Ðàññìîò-
ðèòå ïðåæäå âñåãî ïîâåäåíèå ñèñòåìû â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

(à)∗ Ðàññ÷èòàéòå àìïëèòóäó êîëåáàíèé íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå ω0, âõîäÿùèõ ñîñòàâíîé ÷à-
ñòüþ â ïåðåõîäíûé ïðîöåññ (íàïîìíèì, ÷òî â îòñóòñòâèå òðåíèÿ èõ àìïëèòóäà îñòàåòñÿ íåèç-
ìåííîé, è ïåðåõîäíûé ïðîöåññ ïðîäîëæàåòñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî). Íàéäèòå òàêæå àìïëèòóäó
óãëîâîé ñêîðîñòè ýòèõ êîëåáàíèé. ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé íà ñîáñòâåí-
íîé ÷àñòîòå ê àìïëèòóäå óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé íà ÷àñòîòå ω? Ïðîâåðüòå
ñâîé ðàñ÷åò, èñïîëüçóÿ îïöèþ �Ðàçëîæåíèå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà� â ïàíåëè �Óñëîâèÿ ìîäåëè-
ðîâàíèÿ�.

(á) Îáúÿñíèòå íàáëþäàåìûå ãðàôèêè óãëîâîé ñêîðîñòè â ïðîöåññå áèåíèé, èñïîëüçóÿ ìå-
òîä âåêòîðíûõ äèàãðàìì äëÿ ñëîæåíèÿ äâóõ ñèíóñîèäàëüíûõ êîëåáàíèé, ôîðìèðóþùèõ áèå-
íèÿ. Ñêîëüêî öèêëîâ êîëåáàíèé ñîâåðøèò øàòóí ê ìîìåíòó, êîãäà àìïëèòóäà óãëîâîé ñêîðî-
ñòè ìàõîâèêà äîñòèãíåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ? Ñêîëüêî âðåìåíè ïðîõîäèò ìåæäó ïîñëå-
äîâàòåëüíûìè îáðàùåíèÿìè àìïëèòóäû â íóëü? Èíûìè ñëîâàìè, ÷åìó ðàâåí ïåðèîä òàêèõ
ïåðåõîäíûõ áèåíèé?

(â)∗∗ Ðàññ÷èòàéòå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè è óãëà îòêëîíåíèÿ âî âðåìÿ
áèåíèé. ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíîé àìïëèòóäû ìàõîâèêà ê àìïëèòóäå øàòóíà?

(ã)∗∗ Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ðàñïðåäåëåíèå ñå÷åíèé Ïóàíêàðå ôàçîâîé òðàåêòîðèè äëÿ
ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà áèåíèé â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Îáúÿñíèòå íàáëþäàåìîå ðàñïðåäå-
ëåíèå.

(ä)∗∗ Ðàññìîòðèòå âëèÿíèå íåáîëüøîãî òðåíèÿ íà èçó÷àåìûé ïðîöåññ, ââåäÿ óìåðåííîå
çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè Q (20− 25), îñòàâèâ áåç èçìåíåíèÿ çíà÷åíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ. Êàêèõ èçìåíåíèé â ïîâåäåíèè îñöèëëÿòîðà ñëåäóåò ïðè ýòîì îæèäàòü? Êàê èçìåíèòñÿ
ðàñïðåäåëåíèå ñå÷åíèé Ïóàíêàðå íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè? Ïðîñëåäèòå ïîâåäåíèå ñå÷åíèé Ïó-
àíêàðå íà ïðîòÿæåíèè âñåãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà. Îáúÿñíèòå íàáëþäàåìîå ðàñïðåäåëåíèå.

(å)∗∗ Ñëåãêà èçìåíèòå çíà÷åíèå ÷àñòîòû âíåøíåãî âîçáóæäåíèÿ. Ïóñòü, ñêàæåì, ω áóäåò
1.19 ω0 èëè 1.21 ω0 âìåñòî ïðåæíåãî çíà÷åíèÿ 1.20 ω0. Ê êàêèì èçìåíåíèÿì ýòî ïðèâåäåò â
ïåðåõîäíîì ïðîöåññå? Êàêèìè áóäóò ðàñïðåäåëåíèÿ ñå÷åíèé Ïóàíêàðå â ôàçîâîé ïëîñêîñòè
ïðè òàêèõ ÷àñòîòàõ âîçáóæäåíèÿ â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ òðåíèÿ è ïðè íàëè÷èè ñëàáîãî òðåíèÿ?
Ñ ÷åì ñâÿçàíî èçìåíåíèå íàáëþäàåìîé êàðòèíû ïî ñðàâíåíèþ ñ èññëåäîâàííûì âûøå ñëó÷àåì
ω = 1.2 ω0?

(æ)∗ Ïðåäñêàæèòå ïîâåäåíèå ñå÷åíèé Ïóàíêàðå äëÿ âûíóæäàþùåé ÷àñòîòû ω = 1.25ω0.
2.4∗ Ïåðåõîäíûå ïðîöåññû âäàëè îò ðåçîíàíñà.
Ïóñòü ÷àñòîòà ïðèíóäèòåëüíûõ êîëåáàíèé âîçáóæäàþùåãî øàòóíà â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå

ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðà: ω = 0.25 ω0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîâåäåíèå ñèñòåìû ïðè
íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.
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(à) Êàêèìè áóäóò êîëåáàíèÿ ìàõîâèêà â ïåðåõîäíîì ïðîöåññå, åñëè òðåíèå îòñóòñòâóåò?
Ðàññ÷èòàéòå äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ àìïëèòóäû äâóõ íàëàãàþùèõñÿ äðóã íà äðóãà ãàðìîíè÷åñêèõ
êîëåáàíèé, îäíîãî íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå îñöèëëÿòîðà ω0 è âòîðîãî íà ÷àñòîòå âîçáóæäåíèÿ
ω. ×åìó ðàâíû àìïëèòóäû ñîîòâåòñòâóþùèõ óãëîâûõ ñêîðîñòåé?

(á) Ïðîíàáëþäàéòå â ýêñïåðèìåíòå, êàêóþ ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ âû÷åð÷èâàåò â ýòîì ïðî-
öåññå èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà. Îáúÿñíèòå ôîðìó íàáëþäàåìîé ôàçîâîé òðàåêòîðèè è ðàñïðå-
äåëåíèå ñå÷åíèé Ïóàíêàðå.

(â) Ââåäèòå íåáîëüøîå òðåíèå, âûáðàâ äëÿ Q çíà÷åíèå îêîëî 15, ñîõðàíÿÿ ïðåæíèìè çíà-
÷åíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ ïàðàìåòðîâ. Èñïîëüçóÿ îïöèþ �Ðàçëîæåíèå ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà� â
ïàíåëè �Óñëîâèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ�, íàáëþäàéòå èçìåíåíèå ôîðìû ãðàôèêîâ ïðè ïîñòåïåííîì
çàòóõàíèè êîëåáàíèé íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå. Ïðîñëåäèòå, êàê ñëîæíàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ
ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ïîñòåïåííî òðàíñôîðìèðóåòñÿ â ýëëèïñ, ñîîòâåòñòâóþùèé óñòàíîâèâ-
øèìñÿ ñèíóñîèäàëüíûì êîëåáàíèÿì.

(ã)∗∗ Ðàññìîòðèòå ïðîòèâîïîëîæíûé ñëó÷àé âûñîêî÷àñòîòíîé âîçáóæäàþùåé ñèëû. Íà-
ïðèìåð, ïóñòü ÷àñòîòà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ áóäåò â ÷åòûðå ðàçà áîëüøå ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû
îñöèëëÿòîðà: ω = 4 ω0. Âûáåðèòå íóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ è ïîëíîå îòñóòñòâèå òðåíèÿ. ×å-
ìó áóäåò ðàâíî îòíîøåíèå àìïëèòóä äâóõ ñêëàäûâàþùèõñÿ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòàìè ω è ω0?
Âî ñêîëüêî ðàç ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ìàõîâèêà, íàáëþäàåìîå âî âðåìÿ ýòîãî ïåðåõîäíî-
ãî ïðîöåññà, ïðåâûøàåò àìïëèòóäó óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé, âõîäÿùèõ ñîñòàâíîé ÷àñòüþ
â ýòîò ïåðåõîäíûé ïðîöåññ?

(e)∗∗ Ñðàâíèòå ôîðìû ôàçîâûõ òðàåêòîðèé è ðàñïðåäåëåíèÿ ñå÷åíèé Ïóàíêàðå äëÿ ïî-
ñëåäíèõ äâóõ ñëó÷àåâ, à èìåííî, ω = 0.25 ω0 è ω = 4 ω0 â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. ×åì îáúÿñíÿåòñÿ
ïîäîáèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ?

(ä)∗ Ââåäèòå íåáîëüøîå òðåíèå â ñëó÷àå, êîãäà ω = 4 ω0. Ïðîñëåäèòå, êàê ïîñòåïåííî
óñòàíàâëèâàþòñÿ âûñîêî÷àñòîòíûå ñèíóñîèäàëüíûå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïî ìåðå òîãî,
êàê çàòóõàþò êîëåáàíèÿ íà ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå. Êàê â ýòîì ñëó÷àå ýâîëþöèîíèðóåò ôîðìà
ôàçîâîé òðàåêòîðèè? Êàê âåäåò ñåáÿ ðàñïðåäåëåíèå ñå÷åíèé Ïóàíêàðå â òå÷åíèå ðàññìàòðè-
âàåìîãî ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà?

(å)∗∗ Ïîâòîðèòå ìîäåëèðóþùèé ýêñïåðèìåíò ïðè äðóãèõ çíà÷åíèÿõ âûíóæäàþùåé ÷àñòî-
òû. Âîçüìèòå, íàïðèìåð, çíà÷åíèÿ ω = 0.125 ω0, ω = 0.5 ω0, ω = 1.5 ω0, ω = 2 ω0, ω = 6 ω0.
Îáúÿñíèòå íàáëþäàåìûå îñîáåííîñòè ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ýòèõ ñëó÷àÿõ.
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5. Îñöèëëÿòîð ñ íåñèíóñîèäàëüíîé âíåøíåé ñèëîé
1.2.1 Ðåçîíàíñíîå âîçáóæäåíèå îñöèëëÿòîðà

1.1 Îñíîâíîé ðåçîíàíñ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî òðåíèå ïîëíîñòüþ îò-
ñóòñòâóåò, è ÷òî ïåðèîä T âíåøíåé ñèëû â òî÷íîñòè ðàâåí ïåðèîäó T0 ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé
îñöèëëÿòîðà. Ðàññìîòðèòå ñëó÷àé íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ò. å. ìàõîâèê ïîêîèòñÿ â ñðåä-
íåì ïîëîæåíèè â ìîìåíò âêëþ÷åíèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ.

(à) Êàêîé äîëæíà áûòü óãëîâàÿ àìïëèòóäà φ0 ñêà÷êîîáðàçíûõ ïîâîðîòîâ øàòóíà äëÿ òîãî,
÷òîáû ðàçìàõ êîëåáàíèé ìàõîâèêà äîñòèã 180◦ ïîñëå ïåðâûõ 10 öèêëîâ äâèæåíèÿ øàòóíà?
Ïðîâåðüòå ñâîé ðåçóëüòàò â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå.

(á) Ïî êàêîìó çàêîíó ïðîèñõîäèò ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèé ìàõîâèêà? Îáúÿñíèòå íàáëþ-
äàåìóþ ôîðìó ôàçîâîé òðàåêòîðèè. Êàê ðàñòåò ñî âðåìåíåì ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà?

(â) Â óñëîâèÿõ òî÷íîé íàñòðîéêè ïåðèîäà âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ â ðåçîíàíñ ñ ñîáñòâåííûì
ïåðèîäîì îñöèëëÿòîðà, âîçìîæíî ëè óáûâàíèå âî âðåìåíè àìïëèòóäû êîëåáàíèé? Ïðèâåäèòå
ôèçè÷åñêîå îáîñíîâàíèå ñâîåìó îòâåòó. Ïîäòâåðæäàåòñÿ ëè Âàø îòâåò ìîäåëèðóþùèì ýêñïå-
ðèìåíòîì?

1.2 Âûñøèå ðåçîíàíñû â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Èññëåäóéòå ðåçîíàíñíîå âîçáóæäåíèå
ïåðâîíà÷àëüíî ïîêîèâøåãîñÿ â ñðåäíåì ïîëîæåíèè îñöèëëÿòîðà â óñëîâèÿõ, êîãäà ïåðèîä
âíåøíåãî ìîìåíòà ñ ïðÿìîóãîëüíîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè ðîâíî â òðè ðàçà áîëüøå ïåðè-
îäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà (T = 3T0):

(à) Ïðè êàêîé àìïëèòóäå φ0 ïðèíóäèòåëüíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ êîëåáàíèé øàòóíà ðàçìàõ
êîëåáàíèé ìàõîâèêà äîñòèãíåò çíà÷åíèÿ 180◦ ïîñëå ïåðâûõ 10 öèêëîâ äâèæåíèÿ øàòóíà?
Ïðîâåðüòå ñâîé îòâåò â ýêñïåðèìåíòå.

(á) Â ÷åì çàêëþ÷àþòñÿ ðàçëè÷èÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â äàííîì ñëó÷àå è â ñëó÷àå îñíîâ-
íîãî ðåçîíàíñà (T = T0)?

1.3∗ Ïåðåõîäíûé ïðîöåññ è óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ â óñëîâèÿõ ãëàâíîãî ðå-
çîíàíñà. Ïîëàãàÿ ïåðèîä ïðÿìîóãîëüíîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ ðàâíûì ïåðèîäó ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà (T = T0), è ñ÷èòàÿ ìàõîâèê ïîêîèâøèìñÿ â ñðåäíåì ïîëîæåíèè
äî âêëþ÷åíèÿ âíåøíåé ñèëû, èññëåäóéòå ïåðåõîäíûé ïðîöåññ è óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ
ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ:

(à) Ðàññ÷èòàéòå àìïëèòóäó óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ìàõîâèêà ïðè àìïëèòóäå øàòóíà
φ0 = 10◦ è äîáðîòíîñòè îñöèëëÿòîðà Q = 10. Ïðîâåðüòå ñâîé ðåçóëüòàò â ýêñïåðèìåíòå.

(á) Ïî êàêîìó çàêîíó ïðîèñõîäèò ðîñò àìïëèòóäû ïðè ðàñêà÷êå îñöèëëÿòîðà èç ñîñòîÿíèÿ
ïîêîÿ? Îáúÿñíèòå îñîáåííîñòè ôàçîâîé òðàåêòîðèè, íàáëþäàåìîé â ýòîì ñëó÷àå.

(â) ×åìó ðàâíà íà÷àëüíàÿ àìïëèòóäà çàòóõàþùèõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, âõîäÿùèõ â
ñîñòàâ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ïðè φ0 = 10◦ è Q = 10? Ïî êàêîìó çàêîíó àìïëèòóäà ýòèõ
êîëåáàíèé óáûâàåò ñî âðåìåíåì?

(ã) Êàêèìè äîëæíû áûòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæ-
äåííûå êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäèëè ñ ñàìîãî íà÷àëà, ò. å. ñðàçó ïîñëå âêëþ÷åíèÿ ïåðèîäè÷åñêîé
ïðÿìîóãîëüíîé âíåøíåé ñèëû, áåç ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà? Ïðîâåðüòå ñâîé ðåçóëüòàò ýêñïåðè-
ìåíòàëüíî.

(ä) Èçó÷èòå ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ âûõîäíûõ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé â ýòîì ñëó÷àå.
Ïî÷åìó ýòè âûõîäíûå êîëåáàíèÿ ïî÷òè ãàðìîíè÷åñêèå, íåñìîòðÿ íà ïðÿìîóãîëüíóþ ôîðìó
âðåìåíí�îé çàâèñèìîñòè âõîäíûõ êîëåáàíèé (ïðèíóäèòåëüíûõ êîëåáàíèé âîçáóæäàþùåãî øà-
òóíà)?

1.4∗ Óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ â ñëó÷àÿõ ðåçîíàíñîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.
(à) Ðàññ÷èòàéòå àìïëèòóäó óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé äëÿ T = 3T0, φ0 = 25◦, Q = 5.

Ïðîâåðüòå ðåçóëüòàò Âàøåãî ðàñ÷åòà â ýêñïåðèìåíòå. Îáúÿñíèòå íàáëþäàåìóþ â ýòîì ñëó÷àå
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ôîðìó ãðàôèêîâ è ôàçîâîé òðàåêòîðèè.
(á) Êàêèå ïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè ïðîèñõîäÿò â òå÷åíèå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé? Ñî-

ïîñòàâüòå ýêñïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàåìûå ãðàôèêè âðåìåíí�îé çàâèñèìîñòè êèíåòè÷åñêîé,
ïîòåíöèàëüíîé è ïîëíîé ýíåðãèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàôèêàìè óãëîâîé ñêîðîñòè è óãëà
îòêëîíåíèÿ ìàõîâèêà. Îáúÿñíèòå íàáëþäàåìóþ ôîðìó çàâèñèìîñòè ïîëíîé ýíåðãèè îñöèë-
ëÿòîðà îò óãëà îòêëîíåíèÿ. Êàê ãðàôèê ïîëíîé ýíåðãèè ñîîòíîñèòñÿ ñ ïàðàáîëè÷åñêèìè ïî-
òåíöèàëüíûìè ÿìàìè, ïîêàçàííûìè íà òîé æå äèàãðàììå?

(â) Êàêèå ãàðìîíèêè îïðåäåëÿþò â äàííîì ñëó÷àå ôîðìó óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
Ïî÷åìó, íåñìîòðÿ íà òî÷íóþ íàñòðîéêó îñöèëëÿòîðà íà ÷àñòîòó òðåòüåé ãàðìîíèêè âíåøíåãî
âîçäåéñòâèÿ, åãî ïåðâàÿ ãàðìîíèêà çàìåòíî âëèÿåò íà ôîðìó âûõîäíûõ êîëåáàíèé? Êàêèì
îáðàçîì ïåðâàÿ ãàðìîíèêà ïðîÿâëÿåò ñåáÿ â êîëåáàíèÿõ îñöèëëÿòîðà?

(ã) Èññëåäóéòå òåîðåòè÷åñêè è ýêñïåðèìåíòàëüíî âëèÿíèå òðåíèÿ íà ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ
è ôîðìó óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ïðè T = 3T0. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà îò-
íîñèòåëüíîå óìåíüøåíèå âêëàäà ïåðâîé è ïÿòîé ãàðìîíèê ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ äîáðîòíîñòè
îñöèëëÿòîðà.

(ä) Èçó÷èòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ïðè ðåçîíàíñàõ ïÿòîãî è ñåäüìîãî ïîðÿäêîâ (ò. å.
ïðè ñîâïàäåíèè ÷àñòîòû ïÿòîé èëè ñåäüìîé ãàðìîíèêè âûíóæäàþùèõ ïðÿìîóãîëüíûõ èì-
ïóëüñîâ ñ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòîé îñöèëëÿòîðà). Îáðàòèòå âíèìàíèå íà õàðàêòåð ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ñïåêòðà â ýòèõ ñëó÷àÿõ è íà çàâèñèìîñòü ñïåêòðà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îò äîáðîòíî-
ñòè îñöèëëÿòîðà. Êàêîé âèä èìååò ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ ýòèõ ðåçîíàíñîâ? Ñäåëàéòå òåîðå-
òè÷åñêóþ îöåíêó ìàêñèìàëüíîãî ðàçìàõà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ìàõîâèêà ïðè T = 5T0

äëÿ ñëó÷àåâ âûñîêîé äîáðîòíîñòè îñöèëëÿòîðà (Q ïîðÿäêà 15 � 20) è ñèëüíîãî òðåíèÿ (Q
ïîðÿäêà 1 � 3).

1.2.2 Íåðåçîíàíñíûå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
2.1∗ Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ è óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà ïðè

T = 2T0.
(à) Ïðåäñêàæèòå òåîðåòè÷åñêè ôîðìû ãðàôèêîâ óãëà îòêëîíåíèÿ, óãëîâîé ñêîðîñòè è ôà-

çîâîé òðàåêòîðèè óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà äëÿ T = 2T0 ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ
(è ïðè î÷åíü ñëàáîì òðåíèè). Êàêèìè äîëæíû áûòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ÷òîáû óñòàíîâèâøè-
åñÿ êîëåáàíèÿ ïðîèñõîäèëè ñðàçó ïîñëå âêëþ÷åíèÿ âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ, ò. å. ÷òîáû íå áûëî
ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà? Ïðîâåðüòå ñâîè ïðåäñêàçàíèÿ â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå.

(á) Ïî÷åìó â ñëó÷àå óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ïðè T = 2T0 â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ïðè
ïðèíóäèòåëüíûõ ñêà÷êîîáðàçíûõ ïîâîðîòàõ øàòóíà íå ïðîèñõîäèò îáìåíà ýíåðãèåé ìåæäó
îñöèëëÿòîðîì è âíåøíèì èñòî÷íèêîì (îñöèëëÿòîð íå ïîëó÷àåò è íå îòäàåò ýíåðãèþ)?

(â) Èçó÷èòå ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ïðè T = 2T0. Îñîáîå âíèìà-
íèå îáðàòèòå íà âêëàä òðåòüåé ãàðìîíèêè â âûõîäíûå êîëåáàíèÿ. ×àñòîòà òðåòüåé ãàðìîíèêè
â äàííîì ñëó÷àå âûøå ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðà, è ïîýòîìó íà âûõîäå îíà èìååò îáðà-
ùåííóþ ôàçó. Êàêèì îáðàçîì ýòî èçìåíåíèå ôàçû òðåòüåé ãàðìîíèêè ñêàçûâàåòñÿ íà ôîðìå
ðåçóëüòèðóþùèõ âûõîäíûõ êîëåáàíèé? Ïî÷åìó ïðè ñëîæåíèè ïåðâîé è òðåòüåé ãàðìîíèê
â âûõîäíûõ êîëåáàíèÿõ âìåñòî óïëîùåííîé êðèâîé (ñîîòâåòñòâóþùåé ïëîñêèì ïðÿìîóãîëü-
íûì èìïóëüñàì íà âõîäå) ïîëó÷àåòñÿ êðèâàÿ ñ �áóãðàìè� íà ìåñòå ïëîñêèõ ãîðèçîíòàëüíûõ
ó÷àñòêîâ âõîäíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ èìïóëüñîâ?

2.2∗ Óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ïðè T = 2T0 è T = 4T0.
(à) Ðàññìîòðèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà â ñëó÷àå T = 2T0 ïðè íàëè÷èè óìå-

ðåííîãî òðåíèÿ (ñêàæåì, Q = 5). Ê êàêèì èçìåíåíèÿì (ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàññìîòðåííûì âûøå
ñëó÷àåì ïîëíîãî îòñóòñòâèÿ òðåíèÿ) ïðèâîäèò ýòî íåáîëüøîå òðåíèå íà ãðàôèêàõ âðåìåíí�îé
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çàâèñèìîñòè è íà ôàçîâîé òðàåêòîðèè óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé? Îáðàòèòå âíèìàíèå íà
èçìåíåíèÿ â ýíåðãåòè÷åñêèõ ïðåâðàùåíèÿõ.

(á) Ïî÷åìó ïðè T = 2T0 òðåíèå ïî÷òè íå ñêàçûâàåòñÿ íà ñïåêòðàëüíîì ñîñòàâå óñòàíîâèâ-
øèõñÿ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà, â îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ T = 3T0?

(â) Ðàññ÷èòàéòå ðàçìàõ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ìàõîâèêà (ìàêñèìàëüíûé óãîë îòêëî-
íåíèÿ îò ñðåäíåé òî÷êè) ïðè T = 2T0, φ0 = 25◦, Q = 5. Ñðàâíèòå ðåçóëüòàò ñî ñëó÷àåì
îòñóòñòâèÿ òðåíèÿ. Ïðîâåðüòå ñâîé îòâåò â ýêñïåðèìåíòå.

(ã) Ðàññ÷èòàéòå ðàçìàõ ϕm óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìàõîâèêà ïðè T =
4T0, φ0 = 25◦, Q = 5.

(ä)∗∗ Â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ðàçìàõ óñòàíîâèâøèõñÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìàõîâèêà ïðè
T = 4T0, êàê è ïðè T = 2T0, ðàâåí 2φ0, ò. å. ðîâíî âäâîå áîëüøå, ÷åì ðàçìàõ ïðèíóäèòåëüíûõ
ñêà÷êîîáðàçíûõ ïîâîðîòîâ øàòóíà. Íî åñëè ïðè T = 2T0 ââåäåíèå òðåíèÿ ïðèâîäèò òîëüêî
ê óìåíüøåíèþ àìïëèòóäû óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé, òî ïðè T = 4T0 ââåäåíèå íåáîëüøîãî
òðåíèÿ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ àìïëèòóäû ìàõîâèêà. Ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ òðåíèÿ àìïëèòó-
äà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ñíà÷àëà ðàñòåò, äîñòèãàåò ìàêñèìóìà ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè
äîáðîòíîñòè, è çàòåì óáûâàåò ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè òðåíèÿ. Îáúÿñíèòå êà÷åñòâåííî
òàêóþ íåîáû÷íóþ, íà ïåðâûé âçãëÿä, çàâèñèìîñòü àìïëèòóäû îò òðåíèÿ. Íàéäèòå òî çíà÷åíèå
äîáðîòíîñòè Qm, ïðè êîòîðîì àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ìàêñèìàëüíà, è ðàññ÷è-
òàéòå ýòó ìàêñèìàëüíóþ àìïëèòóäó ϕmax. Âî ñêîëüêî ðàç ýòà ìàêñèìàëüíàÿ àìïëèòóäà ϕmax

ïðåâîñõîäèò ðàçìàõ φ0 ïîâîðîòîâ âîçáóæäàþùåãî øàòóíà? Îòâåòüòå íà òå æå âîïðîñû äëÿ
óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé ïðè T = 6T0.

2.3 Óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ïðè áîëüøîì ïåðèîäå âîçáóæäåíèÿ (T À T0).
(à) Èçó÷èòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ïîä äåéñòâèåì âíåøíåãî ìîìåíòà ñ

ïðÿìîóãîëüíîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè â óñëîâèÿõ, êîãäà ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà
ëåæèò ãäå-íèáóäü â èíòåðâàëå ìåæäó ÷àñòîòàìè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íå÷åòíûõ ãàðìîíèê
âûñîêîãî ïîðÿäêà (íàïðèìåð, ïðè 5T0 < T < 7T0). Êàêèå ãàðìîíèêè äîìèíèðóþò â óñòàíîâèâ-
øèõñÿ âûõîäíûõ êîëåáàíèÿõ îñöèëëÿòîðà? Ñðàâíèòå ôîðìó êîëåáàíèé íà âûõîäå ñ ôîðìîé
èìïóëüñîâ âõîäíîãî âîçäåéñòâèÿ. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ îñíîâíîå îòëè÷èå ôîðìû êîëåáàíèé íà
âõîäå è íà âûõîäå?

(á) Èññëåäóéòå âëèÿíèå òðåíèÿ íà õàðàêòåð óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé. Ïî÷åìó ïðè ñèëü-
íîì çàòóõàíèè íàáëþäàþòñÿ ìåíüøèå èñêàæåíèÿ (ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì ñëàáîãî òðåíèÿ),
ò. å. âûõîäíûå èìïóëüñû èìåþò ïî÷òè ïðÿìîóãîëüíóþ ôîðìó?

(â) Îáúÿñíèòå õàðàêòåð ïðåâðàùåíèé ýíåðãèè ïðè òàêèõ êîëåáàíèÿõ, èñïîëüçóÿ ïîëó÷à-
åìûé â ïðîöåññå ìîäåëèðîâàíèÿ ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïîëíîé ýíåðãèè îò óãëà îòêëîíåíèÿ.
Êàêîâà âçàèìîñâÿçü ýòîãî ãðàôèêà ñ ïàðàáîëè÷åñêèìè ïîòåíöèàëüíûìè ÿìàìè, ïîêàçàííû-
ìè íà òîé æå äèàãðàììå?

(ã) Îöåíèòå ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ìàõîâèêà â òàêèõ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ ïðè
T À T0 è ñèëüíîì òðåíèè (ðàññìîòðèòå îòäåëüíî ñëó÷àè Q ïîðÿäêà 1 � 3 è Q = 1/2).

2.4 Óñòàíîâèâøèåñÿ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì èìïóëüñîâ ìàëîãî
ïåðèîäà.

(à) Ïóñòü ïåðèîä T âíåøíåãî ìîìåíòà ñ ïðÿìîóãîëüíîé çàâèñèìîñòüþ îò âðåìåíè ñîñòàâ-
ëÿåò íåáîëüøóþ ÷àñòü (ñêàæåì, 0.2 − 0.3) ñîáñòâåííîãî ïåðèîäà îñöèëëÿòîðà T0. Â òàêèõ
óñëîâèÿõ ãðàôèê çàâèñèìîñòè óãëîâîé ñêîðîñòè ìàõîâèêà îò âðåìåíè ïðè óñòàíîâèâøèõñÿ
êîëåáàíèÿõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �ïèëó� ñ ïî÷òè ïðÿìîëèíåéíûìè òðåóãîëüíûìè ðàâíîáåäðåí-
íûìè çóáöàìè. Ïî÷åìó? Ïðåäëîæèòå ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå òàêîé ôîðìå ãðàôèêà ñêîðîñòè.
×åì â ýòîì ñëó÷àå îòëè÷àåòñÿ îò ñèíóñîèäû ãðàôèê çàâèñèìîñòè óãëà îòêëîíåíèÿ îò âðåìå-
íè?

(á) Îöåíèòå òåîðåòè÷åñêè âûñîòó çóáöîâ ãðàôèêà çàâèñèìîñòè óãëîâîé ñêîðîñòè îò âðåìå-
íè ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ ïåðèîäà è àìïëèòóäû ïðèíóäèòåëüíûõ ñêà÷êîîáðàçíûõ ïîâîðîòîâ
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øàòóíà. Îöåíèòå òàêæå ìàêñèìàëüíûé óãîë îòêëîíåíèÿ ìàõîâèêà îò ñðåäíåãî ïîëîæåíèÿ ïðè
òàêèõ óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèÿõ, ïðèíÿâ äëÿ T çíà÷åíèå T0/4 è φ0 = 30◦ äëÿ àìïëèòóäû
øàòóíà. Êàêîé ñïåêòðàëüíûé ñîñòàâ õàðàêòåðåí äëÿ òàêèõ êîëåáàíèé?
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6. Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà
1.2.1 Îñíîâíîé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ

1.1∗ Îñíîâíîé ðåçîíàíñ (n = 1) â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Çàäàéòå óìåðåííîå çíà÷åíèå
ãëóáèíû m ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè (îêîëî 10 � 15%). Ïóñòü ïåðèîä ìîäóëÿöèè T ðàâåí
ïîëîâèíå ïåðèîäà T0 ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà. ×òîáû ïðèíóäèòåëüíàÿ ìîäóëÿ-
öèÿ ïàðàìåòðà âûçâàëà ðåçîíàíñ, îñöèëëÿòîð ñ ñàìîãî íà÷àëà äîëæåí ñîâåðøàòü õîòÿ áû
íåáîëüøèå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ, ò. å. äîëæíû áûòü çàäàíû íåíóëåâûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ.

(à) Êàêîãî âèäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñëåäóåò çàäàòü, ÷òîáû ñðàçó ïîñëå âêëþ÷åíèÿ ìîäó-
ëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè íà÷àëñÿ áûñòðåéøèé ðåçîíàíñíûé ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèé? Íà-
ïîìíèì, ÷òî â ïðèíÿòîé ìîäåëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ãðóçû ñêà÷êîîáðàçíî
ðàçäâèãàþòñÿ â ñòîðîíû îò îñè âðàùåíèÿ, òàê ÷òî ìîìåíò èíåðöèè ðîòîðà âîçðàñòàåò.

(á) Êàêîãî âèäà íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèâåäóò ñíà÷àëà ê ïîñòåïåííîìó çàòóõàíèþ óæå ñó-
ùåñòâóþùèõ êîëåáàíèé? Ïðîâåðüòå ñâîé îòâåò â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå. Èñïîëüçóÿ
ïîëó÷åííûå ãðàôèêè êîëåáàíèé, îáúÿñíèòå ôèçè÷åñêóþ ïðè÷èíó ïåðâîíà÷àëüíîãî óìåíüøå-
íèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé. Ïðèìèòå âî âíèìàíèå ôàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñîáñòâåííûìè
êîëåáàíèÿìè ðîòîðà è ïðèíóäèòåëüíûìè ïåðèîäè÷åñêèìè èçìåíåíèÿìè åãî ìîìåíòà èíåðöèè.
Ïî÷åìó ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ óáûâàíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ñìåíÿåòñÿ åå âîçðàñòàíèåì?

(â)∗∗∗ Ïîïûòàéòåñü âûÿñíèòü, êàêèìè ôàêòîðàìè îïðåäåëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê âðåìåíè,
ïî èñòå÷åíèè êîòîðîãî ïåðâîíà÷àëüíîå çàòóõàíèå êîëåáàíèé ñìåíÿåòñÿ èõ íåîãðàíè÷åííûì
ðîñòîì.

1.2∗ Ðîñò àìïëèòóäû â óñëîâèÿõ îñíîâíîãî ðåçîíàíñà â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. Ïóñòü
ïðèíóäèòåëüíàÿ ìîäóëÿöèÿ ìîìåíòà èíåðöèè ïðîèñõîäèò ñ ïåðèîäîì T , ðàâíûì ïîëîâèíå
ïåðèîäà T0 ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà (T = T0/2).

(à) Ïî êàêîìó çàêîíó ðàñòåò ñî âðåìåíåì àìïëèòóäà êîëåáàíèé â óñëîâèÿõ îñíîâíîãî ðåçî-
íàíñà, åñëè çàäàíî íåêîòîðîå íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ϕ(0) = ϕ0 è íóëåâàÿ íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü
ϕ̇(0) = 0? Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m (â îòñóòñòâèå òðåíèÿ) íà÷àëüíàÿ àìïëè-
òóäà êîëåáàíèé óäâîèòñÿ çà 10 öèêëîâ ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè? Ïðîâåðüòå ñâîé ðåçóëüòàò
â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå.

(á) ×åì áóäåò îòëè÷àòüñÿ ïðîöåññ ðåçîíàíñíîé ðàñêà÷êè îò ñëó÷àÿ, ðàññìîòðåííîãî â ïóíê-
òå (à), åñëè çàäàòü òàêîå æå ïî âåëè÷èíå íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó?

1.3∗ Ïîðîã âîçáóæäåíèÿ äëÿ îñíîâíîãî ðåçîíàíñà.
(à) Âûáðàâ óìåðåííîå çíà÷åíèå ãëóáèíû ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè (ñêàæåì, m = 20%),

îöåíèòå ïîðîãîâîå (ìèíèìàëüíîå) çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè Qmin â óñëîâèÿõ íàñòðîéêè ïåðè-
îäà ìîäóëÿöèè íà îñíîâíîé ðåçîíàíñ (T = T0/2). Íàïîìíèì, ÷òî ïîðîãîâûé ðåæèì ñîîò-
âåòñòâóåò ñòàöèîíàðíûì êîëåáàíèÿì íåèçìåííîé àìïëèòóäû (ïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãåíåðàöèÿ).
Ïðè êàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ñ ïîðîãîâûì çíà÷åíèåì äîáðîòíîñòè
Q = Qmin ñðàçó áóäóò ñòàöèîíàðíûìè?

(á) Óòî÷íèòå Âàøó òåîðåòè÷åñêóþ îöåíêó ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ äîáðîòíîñòè Qmin ñ ïîìî-
ùüþ ìîäåëèðóþùåãî ýêñïåðèìåíòà íà êîìïüþòåðå (ìåòîäîì ïðîá è îøèáîê). Â ÷åì çàêëþ-
÷àåòñÿ ïðè÷èíà ðàñõîæäåíèé òåîðåòè÷åñêîãî è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî çíà÷åíèé?

(â) Èññëåäóéòå óñòîé÷èâîñòü ðåæèìà ïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãåíåðàöèè, ò. å. ðåæèìà ñòàöèî-
íàðíûõ êîëåáàíèé â óñëîâèÿõ ïîðîãà âîçáóæäåíèÿ (äëÿ Q = Qmin). Óñòîé÷èâ ëè ýòîò ðåæèì
ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (ïåðèîäà è ãëóáèíû ìîäóëÿöèè, äîá-
ðîòíîñòè)? Óñòîé÷èâ ëè ðåæèì ðåãåíåðàöèè ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì íà÷àëüíûõ
óñëîâèé?

(ã)∗∗ Ïîðîãîâîå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè, îáåñïå÷èâàþùåå ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ ïðè çà-
äàííîé ãëóáèíå ìîäóëÿöèè m, áóäåò àáñîëþòíî ìèíèìàëüíûì ïðè òî÷íîé íàñòðîéêå ïåðèîäà
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ìîäóëÿöèè íà ðåçîíàíñ. Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ m îñíîâíîé ðåçîíàíñ èìååò ìåñòî ïðè T = T0/2.
Îäíàêî ñ ðîñòîì m ðåçîíàíñíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà ìîäóëÿöèè íà÷èíàåò îòêëîíÿòüñÿ îò T0/2.
Ïîëó÷èòå âûðàæåíèå äëÿ ðåçîíàíñíîãî çíà÷åíèÿ ïåðèîäà ìîäóëÿöèè ïðè ïðîèçâîëüíî áîëü-
øîé ãëóáèíå ìîäóëÿöèè m è ñäåëàéòå ÷èñëåííûå îöåíêè T äëÿ m = 15% è m = 40%.

1.4∗ Ðîñò àìïëèòóäû ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðè ïðåâûøåíèè ïîðîãà âîç-
áóæäåíèÿ.

(à) Äëÿ ïåðèîäà ìîäóëÿöèè T = T0/2 è ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m = 15%, âî ñêîëüêî ðàç
âîçðàñòàåò àìïëèòóäà êîëåáàíèé çà 10 öèêëîâ ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà, åñëè äîáðîòíîñòü âäâîå
áîëüøå ñâîåãî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, ò. å. Q = 2Qmin? Çàâèñèò ëè îòâåò íà ýòîò âîïðîñ îò
íà÷àëüíûõ óñëîâèé? Ïðîâåðüòå ñâîé îòâåò â ýêñïåðèìåíòå.

(á) Êàêîé áóäåò àìïëèòóäà êîëåáàíèé ñïóñòÿ åùå 10 ïåðèîäîâ ìîäóëÿöèè? Ïî÷åìó ïðè
ïðåâûøåíèè ïîðîãà âîçáóæäåíèÿ òðåíèå íå â ñîñòîÿíèè îãðàíè÷èòü ðîñòà àìïëèòóäû êîëå-
áàíèé, âîçáóæäàåìûõ ïàðàìåòðè÷åñêè?

1.5∗∗ Îñíîâíîé èíòåðâàë ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â îòñóòñòâèå òðåíèÿ.
(à) Âûïîëíèòå òåîðåòè÷åñêèé ðàñ÷åò çíà÷åíèé ïåðèîäà ìîäóëÿöèè T , ñîîòâåòñòâóþùèõ

ãðàíèöàì îñíîâíîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ
ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m (â ïðèáëèæåíèè m ¿ 1) äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà òðåíèå îòñóòñòâóåò.

(á) Êàê øèðèíà èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè çàâèñèò îò ãëóáèíû ìîäóëÿöèè? Âëèÿþò ëè
÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè (ïî ïàðàìåòðó m ¿ 1) íà øèðèíó èíòåðâàëà?

1.7∗∗ Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ïåðèîäè÷åñêèõ êîëåáàíèé íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà.
(à) Ââåäèòå çíà÷åíèå ïåðèîäà ìîäóëÿöèè, ñîîòâåòñòâóþùåå íèæíåé ãðàíèöå îñíîâíîãî èí-

òåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m (â
îòñóòñòâèå òðåíèÿ). Çàäàéòå ïðîèçâîëüíî íåêîòîðîå íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ðîòîðà. Êàêóþ
íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü íåîáõîäèìî çàäàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü â ìîäåëèðóþùåì ýêñïå-
ðèìåíòå ñòàöèîíàðíûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ íåèçìåííîé àìïëèòóäû? Ñäåëàéòå ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ðàñ÷åòû è ýêñïåðèìåíòû òàêæå è äëÿ âåðõíåé ãðàíèöû èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè.

(á) Îáúÿñíèòå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè íàáëþäàåìûõ ãðàôèêîâ è ôàçîâîé òðàåêòîðèè
äëÿ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé íà êàæäîé èç ãðàíèö îñíîâíîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé
íåóñòîé÷èâîñòè.

(â) Äëÿ âûáðàííîãî çíà÷åíèÿ íà÷àëüíîãî óãëà îòêëîíåíèÿ ϕ0 è ðàññ÷èòàííîãî çíà÷åíèÿ
íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè ϕ̇(0), îáåñïå÷èâàþùåé ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ íà ãðàíèöå èí-
òåðâàëà, ðàññ÷èòàéòå àìïëèòóäó êîëåáàíèé (äëÿ êàæäîé èç ãðàíèö èíòåðâàëà). Ïðîâåðüòå
ñâîè òåîðåòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ â ýêñïåðèìåíòå.

1.8∗∗ Ïîðîã ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ â ïðåäåëàõ ðåçîíàíñíîãî èíòåð-
âàëà. Ðåæèì ïàðàìåòðè÷åñêîé ãåíåðàöèè ïðè òî÷íîé íàñòðîéêå íà îñíîâíîé ðåçîíàíñ áûë
ðàññìîòðåí â çàäà÷å 1.3, ãäå òðåáîâàëîñü íàéòè ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè Q = Qmin,
îáåñïå÷èâàþùåå ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ. Íî ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ âîçìîæíû è ïðè íåêî-
òîðîé ðàññòðîéêå ïåðèîäà ìîäóëÿöèè îòíîñèòåëüíî åãî ðåçîíàíñíîãî çíà÷åíèÿ.

(à) Âûáåðèòå íåêîòîðîå çíà÷åíèå ïåðèîäà ìîäóëÿöèè T ãäå-ëèáî â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà (äëÿ çàäàííîé ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m), íàïðèìåð, ïîñåðåäèíå
ìåæäó ðåçîíàíñíûì çíà÷åíèåì è îäíîé èç ãðàíèö. Îöåíèòå íàáëþäàåìûé â ýêñïåðèìåíòå
ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèé â îòñóòñòâèå òðåíèÿ, è çàòåì íà îñíîâå ýòèõ íàáëþäåíèé ðàññ÷è-
òàéòå òî ìèíèìàëüíîå (ïîðîãîâîå) çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè Q = Qmin, êîòîðîå ìîæåò îáåñïå÷èòü
ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ ïðè äàííûõ çíà÷åíèÿõ ãëóáèíû è ïåðèîäà ìîäóëÿöèè.

(á) Ïðîâåðüòå ñâîþ îöåíêó Q = Qmin â ýêñïåðèìåíòå è óòî÷íèòå åå ìåòîäîì ïðîá è îøèáîê.
Ñðàâíèòå íàáëþäàåìûå ãðàôèêè (è ôàçîâûå òðàåêòîðèè) ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ñ ñîîò-
âåòñòâóþùèìè ãðàôèêàìè ñòàöèîíàðíîãî ïðîöåññà ïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãåíåðàöèè â óñëîâèÿõ
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òî÷íîé íàñòðîéêè ïåðèîäà ìîäóëÿöèè íà îñíîâíîé ðåçîíàíñ, à òàêæå ñ ãðàôèêàìè ñòàöèîíàð-
íûõ êîëåáàíèé íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà â îòñóòñòâèå òðåíèÿ. ×åì îáúÿñíÿþòñÿ íàáëþäàåìûå
îòëè÷èÿ?

(â)∗∗∗ Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m ¿ 1 ðàññ÷èòàéòå ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ
âòîðîãî ïîðÿäêà ïî m ïîðîãîâîå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè Q = Qmin äëÿ ïåðèîäà ìîäóëÿöèè,
ëåæàùåãî â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå âíóòðè èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Ñðàâíèòå
ñâîé òåîðåòè÷åñêèé ðåçóëüòàò ñ îöåíêîé, ïîëó÷åííîé ýêñïåðèìåíòàëüíî â ïóíêòàõ (à) è (á).

1.9∗∗∗ Îñíîâíîé èíòåðâàë ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ.
(à) Äëÿ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m ÷àñòîòíûé èíòåðâàë

ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ñóæàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì òðåíèÿ è èñ÷åçàåò ñîâñåì, êîãäà äîá-
ðîòíîñòü óìåíüøàåòñÿ äî ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ. Äîïóñòèì, ÷òî äîáðîòíîñòü Q áîëüøå ñâîåãî
ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ Qmin. Ðàññ÷èòàéòå çíà÷åíèÿ T− è T+ ïåðèîäà ìîäóëÿöèè T , ñîîòâåòñòâó-
þùèå ãðàíèöàì èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà äëÿ çàäàííûõ m è Q (â ïðèáëèæåíèè
m ¿ 1). Âûðàçèòå T− è T+ ÷åðåç m è mmin, ãäå mmin = π/(2Q) � ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
ïîðîãîâîé ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m äëÿ äàííîé äîáðîòíîñòè Q (â óñëîâèÿõ òî÷íîé íàñòðîéêè
íà îñíîâíîé ðåçîíàíñ).

(á) ×òîáû â ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàòü ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå ýòèì ãðàíèöàì, íåîáõîäèìî çàäàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äîëæíûì îáðàçîì. Êàêóþ
íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü íóæíî ââåñòè ïðè çàäàííîì íà÷àëüíîì îòêëîíåíèè ϕ0, ÷òîáû ïîëó÷èòü
ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ (äëÿ êàæäîé èç ãðàíèö èíòåðâàëà)? Ïðîâåðüòå ñâîè ðàñ÷åòû â ýêñ-
ïåðèìåíòå.

1.2.2 Ðó÷íîå óïðàâëåíèå ïàðàìåòðîì
Ìîäåëèðóþùàÿ ïðîãðàììà äîïóñêàåò, íàðÿäó ñ àâòîìàòè÷åñêèì ïðîãðàììíûì ðåæèìîì ïðè-
íóäèòåëüíîé ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè ñ çàäàííûì ïåðèîäîì (ýòî ðåæèì ïî óìîë÷àíèþ),
âîçìîæíîñòü âêëþ÷åíèÿ ðåæèìà ðó÷íîãî óïðàâëåíèÿ ìîìåíòîì èíåðöèè ðîòîðà. Äëÿ ïåðå-
õîäà íà ðó÷íîå óïðàâëåíèå íóæíî ïîñòàâèòü �ãàëî÷êó� â êîíòðîëüíûé áîêñ �Ðó÷íîå óïðàâ-
ëåíèå� (Manual Control) â ëþáîì èç ðàáî÷èõ ýêðàíîâ ïðîãðàììû. Ãëóáèíà ìîäóëÿöèè (êàê è
äîáðîòíîñòü îñöèëëÿòîðà) è â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì, çàäàííûì â ïàíåëè ââîäà
ïàðàìåòðîâ, íî àâòîìàòè÷åñêàÿ ìîäóëÿöèÿ ìîìåíòà èíåðöèè ïîäàâëÿåòñÿ, è ìîìåíòû ïåðå-
ìåùåíèé ãðóçîâ Âû âûáèðàåòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ùåëêàÿ ìûøüþ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé êíîïêå
èëè íàæèìàÿ êëàâèøó �Ïðîáåë� íà êëàâèàòóðå. Åñëè ãðóçû íàõîäèëèñü â ïðèäâèíóòîì ê îñè
ïîëîæåíèè, òî ïðè ïåðâîì ùåë÷êå (èëè íàæàòèè ïðîáåëà) îíè ñìåùàþòñÿ â ñòîðîíó îò îñè
(è íàîáîðîò), à ïðè ñëåäóþùåì ùåë÷êå âîçâðàùàþòñÿ â ïðåæíèå ïîëîæåíèÿ.

2.1 Ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé ðó÷íûì óïðàâëåíèåì èçìåíåíè-
ÿìè ìîìåíòà èíåðöèè.

(à) Âêëþ÷èòå ðåæèì ðó÷íîãî óïðàâëåíèÿ ìîìåíòîì èíåðöèè. Ââåäèòå íåêîòîðîå çíà÷å-
íèå m ãëóáèíû ìîäóëÿöèè (îêîëî 15 � 30%) è âûáåðèòå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè, ïðåâûøàþùåå
ïîðîãîâîå (äëÿ äàííîãî m) çíà÷åíèå. Çàäàâ ïîäõîäÿùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, âîçáóäèòå ñîá-
ñòâåííûå êîëåáàíèÿ íåáîëüøîé àìïëèòóäû (10 � 20 ãðàäóñîâ). Ïîïûòàéòåñü óâåëè÷èòü ðàçìàõ
êîëåáàíèé, ùåëêàÿ ìûøüþ ïî êíîïêå ðó÷íîãî óïðàâëåíèÿ â ïîäõîäÿùèå ìîìåíòû âðåìåíè
(ëèáî íàæèìàÿ êëàâèøó �Ïðîáåë� íà êëàâèàòóðå). Â êàêèå ìîìåíòû âðåìåíè ñëåäóåò ñìå-
ùàòü ãðóçû â ñòîðîíó îñè è â êàêèå ìîìåíòû ðàçäâèãàòü èõ â ïðåæíèå ïîëîæåíèÿ, ÷òîáû
ðàçìàõ êîëåáàíèé óâåëè÷èâàëñÿ êàê ìîæíî áûñòðåå?

(á) Âîçìîæíî ëè ñ ïîìîùüþ ðó÷íîãî óïðàâëåíèÿ äîáèòüñÿ óâåëè÷åíèÿ ðàçìàõà êîëåáàíèé
ðîòîðà äî çàäàííîé âåëè÷èíû (ñêàæåì, äî 180◦) çà ìåíüøåå ÷èñëî öèêëîâ èçìåíåíèÿ ìîìåíòà
èíåðöèè, ÷åì â àâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå â óñëîâèÿõ òî÷íîé íàñòðîéêè ïåðèîäà ïðÿìîóãîëü-
íîé ìîäóëÿöèè íà îñíîâíîé ðåçîíàíñ? Ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âñå ïàðàìåòðû ñèñòåìû (ãëóáèíà
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ìîäóëÿöèè, äîáðîòíîñòü, íà÷àëüíàÿ àìïëèòóäà) îäèíàêîâû äëÿ ðåæèìîâ ðó÷íîé è àâòîìà-
òè÷åñêîé ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè. Ïðèâåäèòå äîñòàòî÷íî óáåäèòåëüíûå àðãóìåíòû äëÿ
îáîñíîâàíèÿ ñâîåãî îòâåòà.

2.2 Ãàøåíèå êîëåáàíèé ðó÷íûì óïðàâëåíèåì. Ïîñëå òîãî, êàê Âû âîçáóäèëè äîñòà-
òî÷íî ñèëüíûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåãî ìàíèïóëèðîâàíèÿ ìîìåíòîì
èíåðöèè ðîòîðà, ïîïûòàéòåñü âðó÷íóþ êàê ìîæíî áûñòðåå ïîãàñèòü êîëåáàíèÿ ðîòîðà ñ ïîìî-
ùüþ ïðèíóäèòåëüíûõ èçìåíåíèé åãî ìîìåíòà èíåðöèè. Äëÿ ïåðåõîäà îò ðàñêà÷êè ê ãàøåíèþ
êîëåáàíèé ïðèäåòñÿ äîëæíûì îáðàçîì èçìåíèòü ôàçó ïðèíóäèòåëüíûõ èçìåíåíèé ìîìåíòà
èíåðöèè. Â êàêèå ìîìåíòû âðåìåíè ñëåäóåò ñäâèãàòü ãðóçû ê îñè ðîòîðà, è â êàêèå ìîìåíòû
ðàçäâèãàòü èõ îáðàòíî, ÷òîáû êàê ìîæíî áûñòðåå ïîãàñèòü êîëåáàíèÿ ðîòîðà?

1.2.3 Ïàðàìåòðè÷åñêèå ðåçîíàíñû è èíòåðâàëû íåóñòîé÷èâîñòè âû-
ñîêèõ ïîðÿäêîâ (n > 1)

3.1∗ Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ òðåòüåãî ïîðÿäêà (n = 3) â îòñóòñòâèå òðåíèÿ.
(à) Èññëåäóéòå ýêñïåðèìåíòàëüíî ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå ðîòîðà ïðè ñêà÷êîîáðàç-

íûõ èçìåíåíèÿõ ìîìåíòà èíåðöèè ðîòîðà ñ ïåðèîäîì T ≈ 3T0/2 (ïðèáëèçèòåëüíî ïîëòîðà
ïåðèîäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, èëè òðè öèêëà èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà íà ïðîòÿæåíèè äâóõ
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé). Êàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îáåñïå÷àò ðîñò êîëåáàíèé ñ ñàìîãî íà÷àëà
ìîäóëÿöèè ïàðàìåòðà?

(á) Êàêîå çíà÷åíèå m ãëóáèíû ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè íåîáõîäèìî çàäàòü, ÷òîáû â
îòñóòñòâèå òðåíèÿ íà÷àëüíàÿ àìïëèòóäà êîëåáàíèé óäâîèëàñü çà 15 öèêëîâ ìîäóëÿöèè ïðè
íàñòðîéêå íà ðåçîíàíñ òðåòüåãî ïîðÿäêà? Ñêîëüêî öèêëîâ ìîäóëÿöèè íåîáõîäèìî äëÿ òîãî,
÷òîáû àìïëèòóäà óäâîèëàñü åùå ðàç?

(â) Ïðè êàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ àìïëèòóäà êîëåáàíèé ñíà÷àëà áóäåò óáûâàòü? Ïî÷åìó
ýòî çàòóõàíèå êîëåáàíèé ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ íåèçáåæíî ñìåíèòñÿ èõ ðîñòîì?

3.2∗ Ïîðîã âîçáóæäåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà.
(à) Âûïîëíèòå òåîðåòè÷åñêóþ îöåíêó ïîðîãîâîãî (ìèíèìàëüíîãî) çíà÷åíèÿ äîáðîòíîñòè

îñöèëëÿòîðà Qmin ïðè ìàëîì çíà÷åíèè ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m ¿ 1 ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïåð-
âîãî ïîðÿäêà ïî m. Ñðàâíèòå ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ñ ïîðîãîâîé äîáðîòíîñòüþ äëÿ îñíîâíîãî
ðåçîíàíñà (çàäà÷à 1.3) è äëÿ ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà n = 2 (ñì. çàäà÷ó 3.4). Êàê ìîæíî
îáúÿñíèòü ýòî ðàçëè÷èå ïîðîãîâûõ çíà÷åíèé äîáðîòíîñòè äëÿ ðåçîíàíñîâ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ?

(á) Äëÿ ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m = 30% ðàññ÷èòàéòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè
Qmin, ïðè êîòîðîì âîçìîæíî ïàðàìåòðè÷åñêîå âîçáóæäåíèå êîëåáàíèé (íà îñíîâå òåîðåòè-
÷åñêîé îöåíêè, ïîëó÷åííîé ïðè îòâåòå íà ïðåäûäóùèé âîïðîñ äàííîé çàäà÷è). Óëó÷øèòå
òåîðåòè÷åñêóþ îöåíêó ìåòîäîì ïðîá è îøèáîê. Îáúÿñíèòå íàáëþäàåìóþ ôîðìó ãðàôèêîâ è
ôàçîâîé òðàåêòîðèè ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ïðè Qmin. Êàêèå ôàêòîðû îïðåäåëÿþò àìïëè-
òóäó òàêèõ êîëåáàíèé?

3.3∗∗ Òðåòèé èíòåðâàë ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ.
(à) Ðàññ÷èòàéòå ïðèáëèæåííî çíà÷åíèÿ ïåðèîäà ìîäóëÿöèè T , êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ãðà-

íèöàì òðåòüåãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ïðè çàäàí-
íîé ãëóáèíå ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè (â ïðèáëèæåíèè m ¿ 1) ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ
ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî m. Êàê øèðèíà òðåòüåãî èíòåðâàëà çàâèñèò îò ãëóáèíû ìîäóëÿöèè? Âëè-
ÿþò ëè ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà íà øèðèíó èíòåðâàëà?

(á) Êàêóþ íà÷àëüíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü ñëåäóåò ââåñòè ïðè âûáðàííîì íà÷àëüíîì îò-
êëîíåíèè ϕ0 äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñòàöèîíàðíûå ïåðèîäè÷åñêèå êîëåáàíèÿ íåèçìåííîé
àìïëèòóäû (äëÿ êàæäîé èç ãðàíèö òðåòüåãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà)? Ïðî-
âåðüòå ñâîé îòâåò â ýêñïåðèìåíòå. ×åì îòëè÷àþòñÿ ôàçîâûå òðàåêòîðèè, ñîîòâåòñòâóþùèå
ñòàöèîíàðíûì êîëåáàíèÿì íà íèæíåé è âåðõíåé ãðàíèöàõ ýòîãî èíòåðâàëà?
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(â) Èññëåäóéòå øèðèíó òðåòüåãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ â îòñóòñòâèå
òðåíèÿ ïðè ïðîèçâîëüíî áîëüøèõ àìïëèòóäàõ ìîäóëÿöèè m (ñì. ðèñ. 6.11 è 6.12 ó÷åáíîãî
ïîñîáèÿ). Îáðàòèòå âíèìàíèå, êàê âåäåò ñåáÿ òðåòèé èíòåðâàë ïðè óâåëè÷åíèè ãëóáèíû ìîäó-
ëÿöèè. Êàêèìè ôèçè÷åñêèìè ïðè÷èíàìè ìîæíî îáúÿñíèòü ïîñòåïåííîå ñìåùåíèå èíòåðâàëà
â ñòîðîíó áîëåå êîðîòêèõ ïåðèîäîâ ìîäóëÿöèè?

(ã) Ïðè m = 60% îáå ãðàíèöû òðåòüåãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ñîâïàäàþò
(ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ ïðè m = 60%). Êàêèìè ôèçè÷åñêèìè ïðè÷èíàìè îáúÿñ-
íÿåòñÿ ýòî èñ÷åçíîâåíèå òðåòüåãî èíòåðâàëà ïðè òàêîé ãëóáèíå ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè?

3.4∗∗ Òðåòèé èíòåðâàë ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ.
(à) Ïðè ìàëûõ m ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ òðåòüåãî ïîðÿäêà èìååò ìåñòî ïðè T = 3T0/2.

Îäíàêî ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m ðåçîíàíñíîå çíà÷åíèå ïåðèîäà ìîäóëÿöèè
âñå ñèëüíåå îòêëîíÿåòñÿ îò 3T0/2. Ïîëó÷èòå àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ ïåðèîäà ìîäóëÿ-
öèè, ñîîòâåòñòâóþùåå òî÷íîé íàñòðîéêå íà òðåòèé ðåçîíàíñ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ (â òîì ÷èñëå
ïðèáëèæàþùèõñÿ ê 100%) çíà÷åíèé ãëóáèíû ìîäóëÿöèè. Êàêîâû ðåçîíàíñíûå çíà÷åíèÿ ïå-
ðèîäà äëÿ m = 15%, m = 40% è m = 60%?

(á) Êàê âëèÿåò òðåíèå íà øèðèíó òðåòüåãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà? Äëÿ
ìàëûõ ãëóáèí ìîäóëÿöèè m ¿ 1 ðàññ÷èòàéòå ïðèáëèæåííî çíà÷åíèÿ ïåðèîäà ìîäóëÿöèè T ,
ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöàì èíòåðâàëà ïðè çàäàííîé äîáðîòíîñòè Q. Îòâåò âûðàçèòå ÷åðåç m
è ïîðîãîâîå çíà÷åíèå mmin = 3π/(2Q) (ñì. çàäà÷ó 3.2).

3.5∗∗ Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âòîðîãî ïîðÿäêà.
(à) Ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ãëóáèíû ìîäóëÿöèè (m < 20%) ðåçîíàíñ âòîðîãî ïîðÿäêà

îêàçûâàåòñÿ ñëàáåå íå òîëüêî ðåçîíàíñà ïåðâîãî ïîðÿäêà, íî è ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà:
ïðè íàñòðîéêå ïåðèîäà ìîäóëÿöèè íà ðåçîíàíñ âòîðîãî ïîðÿäêà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ðàñòåò
çíà÷èòåëüíî ìåäëåííåå, ÷åì ïðè íàñòðîéêå íà ðåçîíàíñû n = 1 è n = 3 (äëÿ òîé æå ãëóáè-
íû ìîäóëÿöèè). Êàêèå ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû ìîæåòå Âû ïðèâåñòè äëÿ îáúÿñíåíèÿ òîãî, ÷òî
ðåçîíàíñ ñ n = 2 (êàê è äðóãèå ðåçîíàíñû ÷åòíûõ ïîðÿäêîâ) ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ m
âûðàæåí çíà÷èòåëüíî ñëàáåå, ÷åì ðåçîíàíñû íå÷åòíûõ ïîðÿäêîâ? Îáúÿñíèòå íàáëþäàåìóþ
ôîðìó ôàçîâîé òðàåêòîðèè ïðè ðåçîíàíñå âòîðîãî ïîðÿäêà.

(á) Êàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íóæíî çàäàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàèáîëåå áûñòðîãî ðîñòà àì-
ïëèòóäû êîëåáàíèé ïðè ðåçîíàíñå âòîðîãî ïîðÿäêà? Ïîïûòàéòåñü îïðåäåëèòü ýêñïåðèìåí-
òàëüíî ïîðîãîâîå çíà÷åíèå ãëóáèíû ìîäóëÿöèè äëÿ ýòîãî ðåçîíàíñà ïðè çàäàííîé äîáðîòíî-
ñòè (íàïðèìåð, ïðè Q = 15).

(â)∗∗ Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m ¿ 1 ðàññ÷èòàéòå òåîðåòè÷åñêè ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè Qmin. (Äëÿ ýòîãî ïðèäåòñÿ ïðè ðàñ÷åòå óäåðæèâàòü ÷ëåíû âòîðîãî
ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ïàðàìåòðó m). Êàê ïîðîãîâîå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè Qmin çàâèñèò îò
m? Ñðàâíèòå ïîëó÷åííîå òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñ ïîðîãîì äëÿ îñíîâíîãî ðåçîíàíñà è äëÿ
ðåçîíàíñà òðåòüåãî ïîðÿäêà. Îáúÿñíèòå êà÷åñòâåííî ýòè ðàçëè÷èÿ, ïðèâëåêàÿ ñîîáðàæåíèÿ
ôèçè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Ñðàâíèòå òàêæå òåîðåòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïîðîãîâîé äîáðîòíîñòè ñ
íàéäåííûì ýêñïåðèìåíòàëüíî â ïóíêòå (á).

3.6∗∗ Âòîðîé èíòåðâàë ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà.
(à) Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m ¿ 1 ðàññ÷èòàéòå òåîðåòè÷åñêè øèðèíó èí-

òåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, îêðóæàþùåãî ðåçîíàíñ âòîðîãî ïîðÿäêà. (Â ýòîì
ðàñ÷åòå íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ïî ïàðàìåòðó m.) Êàê øèðèíà
âòîðîãî èíòåðâàëà çàâèñèò îò m? Ñðàâíèòå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò äëÿ n = 2 ñ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèìè âåëè÷èíàìè äëÿ îñíîâíîãî èíòåðâàëà è äëÿ èíòåðâàëà ïîðÿäêà n = 3. Ïî÷åìó âòîðîé
èíòåðâàë ïðè ìàëûõ m çíà÷èòåëüíî �óæå, ÷åì èíòåðâàë áîëåå âûñîêîãî òðåòüåãî ïîðÿäêà?

(á) Ïî÷åìó êàæäîé èç ãðàíèö èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè ñ n = 2 ñîîòâåòñòâóþò äâå ðàç-
ëè÷íûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè? ×åì ðàçëè÷àþòñÿ ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå
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ðàçëè÷íûì ôàçîâûì òðàåêòîðèÿì äëÿ îäíîé è òîé æå ãðàíèöû? Êàê âîçáóäèòü êàæäîå èç
ýòèõ êîëåáàíèé? Êàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèâîäÿò ê ñòàöèîíàðíûì êîëåáàíèÿì, åñëè çàäàí
ïåðèîä ìîäóëÿöèè, ñîîòâåòñòâóþùèé îäíîé èç ãðàíèö âòîðîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ðåçîíàíñà?

3.7∗∗∗ Âòîðîé èíòåðâàë ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ. Êàê
âëèÿåò òðåíèå íà øèðèíó âòîðîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ? Ðàññ÷èòàéòå
òåîðåòè÷åñêè ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ (äëÿ m ¿ 1) ïåðèîäà ìîäóëÿöèè T±, ñîîòâåòñòâóþùèå
ãðàíèöàì ýòîãî èíòåðâàëà ïðè çàäàííîì çíà÷åíèè äîáðîòíîñòè Q, ïðåâîñõîäÿùåì ïîðîãîâîå
çíà÷åíèå Qmin, îòâå÷àþùåå òî÷íîé íàñòðîéêå ïåðèîäà ìîäóëÿöèè íà ðåçîíàíñ âòîðîãî ïîðÿä-
êà (ñì. çàäà÷ó 3.5). Âûðàçèòå ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ãðàíèö èíòåðâàëà äëÿ çàäàííîãî Q ÷åðåç m
è Qmin.
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7. Ïàðàìåòðè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ïðè ïëàâíîé ìîäóëÿöèè
1.2.1 Îñíîâíîé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ

1.1∗ Îñíîâíîé ðåçîíàíñ (n = 1) â îòñóòñòâèå òðåíèÿ.
(à) Ïóñòü ïåðèîä T ïðèíóäèòåëüíîãî ñèíóñîèäàëüíîãî äâèæåíèÿ ãðóçîâ ñîîòâåòñòâóåò

îñíîâíîìó ïàðàìåòðè÷åñêîìó ðåçîíàíñó n = 1 (T = T0/2). Ïî êàêîìó çàêîíó ïðîèñõîäèò ðîñò
àìïëèòóäû ïàðàìåòðè÷åñêè âîçáóæäàåìûõ êîëåáàíèé â îòñóòñòâèå òðåíèÿ? Êàê ñêîðîñòü ðî-
ñòà àìïëèòóäû çàâèñèò îò ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m̃ ðàññòîÿíèÿ ãðóçîâ îò îñè âðàùåíèÿ?

(á) Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ êàêîãî òèïà ïðèâîäÿò ê ðîñòó àìïëèòóäû ñ ñàìîãî íà÷àëà ìî-
äóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè, åñëè ïðèíóäèòåëüíîå ðàäèàëüíîå äâèæåíèå ãðóçîâ îïèñûâàåòñÿ
âûðàæåíèåì l(t) = l0(1 + m̃ sinωt)?

(â) Äëÿ íàéäåííûõ â ïóíêòå (á) íà÷àëüíûõ óñëîâèé, áëàãîïðèÿòñòâóþùèõ ðîñòó àìïëèòó-
äû ñ ñàìîãî íà÷àëà, ñêîëüêî öèêëîâ ìîäóëÿöèè ïðîéäåò, ïîêà àìïëèòóäà âûðàñòåò â 5 ðàç ïî
ñðàâíåíèþ ñî ñâîèì íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì, åñëè òðåíèÿ íåò, à ãëóáèíà ìîäóëÿöèè ðàññòîÿíèÿ
ãðóçîâ îò îñè ðîòîðà m̃ = 10%?

(ã) Êàê èçìåíèòñÿ îòâåò íà ïîñòàâëåííûé âîïðîñ â ñëó÷àå íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ ðîòîðà
â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ?

1.2∗ Ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïðè îñíîâíîì ðåçîíàíñå â óñëîâèÿõ îòñóòñòâèÿ
òðåíèÿ.

(à) Ïðè òî÷íîé íàñòðîéêå ÷àñòîòû ìîäóëÿöèè íà îñíîâíîé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ (n =
1), êàêîâà äîëæíà áûòü ôàçà íà÷àëüíûõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, ÷òîáû àìïëèòóäà ñ ñàìîãî
íà÷àëà âîçðàñòàëà íàèñêîðåéøèì îáðàçîì? Êàêîå çíà÷åíèå ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m̃ ïðèâåäåò
ê ðîñòó àìïëèòóäû êîëåáàíèé îò 20◦ äî 80◦ íà ïðîòÿæåíèè 12 ñðåäíèõ ïåðèîäîâ ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé T0? Ïðîâåðüòå Âàø îòâåò â ýêñïåðèìåíòå.

(á) Ïðè êàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ àìïëèòóäà ñóùåñòâóþùèõ êîëåáàíèé áóäåò óáûâàòü íà
ðàííåé ñòàäèè ìîäóëÿöèè ìîìåíòà èíåðöèè? Âîñïðîèçâåäèòå òàêîé ñëó÷àé â ìîäåëèðóþùåì
ýêñïåðèìåíòå. Ïî÷åìó ÷åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ óáûâàíèå àìïëèòóäû çàìåäëÿåòñÿ è ñìåíÿåò-
ñÿ ðîñòîì àìïëèòóäû? Èñïîëüçóÿ íàáëþäàåìûå ãðàôèêè êîëåáàíèé, îáúÿñíèòå ôèçè÷åñêèå
ïðè÷èíû ðîñòà èëè óáûâàíèÿ àìïëèòóäû â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ôàç ìåæäó ñîá-
ñòâåííûìè êðóòèëüíûìè êîëåáàíèÿìè ðîòîðà è ïðèíóäèòåëüíûì ñèíóñîèäàëüíûì äâèæåíè-
åì ãðóçîâ. Ñêîëüêî âðåìåíè ïðîéäåò, ïîêà íà÷àëüíîå óáûâàíèå àìïëèòóäû íå ñìåíèòñÿ åå
íåîãðàíè÷åííûì ðîñòîì? Êàêèìè ôàêòîðàìè îïðåäåëÿåòñÿ ýòî âðåìÿ? (Ïîñëåäíèå äâà âî-
ïðîñà âåñüìà ñëîæíû, è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðàâèëüíîãî îòâåòà íåîáõîäèìî ñåðüåçíîå è ãëóáîêîå
èññëåäîâàíèå.)

1.3∗ Ïîðîã îñíîâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà.
(à) Îöåíèòå ÷èñëåííî ïîðîãîâîå (ìèíèìàëüíîå) çíà÷åíèå ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m̃, êîòî-

ðîå ïðèâîäèò ê ðîñòó àìïëèòóäû â îñíîâíîì ïàðàìåòðè÷åñêîì ðåçîíàíñå (T = T0/2) äëÿ
çàäàííîãî çíà÷åíèÿ äîáðîòíîñòè îñöèëëÿòîðà Q (ñêàæåì, äëÿ Q = 15). Ïðîâåðüòå ñâîé îò-
âåò ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïðèâåäèòå ôèçè÷åñêîå îáúÿñíåíèå ôîðìû ãðàôèêîâ êîëåáàíèé è èõ
ôàçîâîé òðàåêòîðèè, íàáëþäàåìûõ â óñëîâèÿõ ïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãåíåðàöèè.

(á) Ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ êàêîãî òèïà êîëåáàíèÿ â óñëîâèÿõ ïîðîãà âîçáóæäåíèÿ áóäóò
ñòàöèîíàðíûìè?

(â) Ïîëàãàÿ ÷àñòîòó ìîäóëÿöèè òî÷íî íàñòðîåííîé íà îñíîâíîé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ
n = 1, îöåíèòå ïîðîãîâîå (ìèíèìàëüíîå) çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè Q, ñîîòâåòñòâóþùåå ñòàöèî-
íàðíûì êîëåáàíèÿì íåèçìåííîé àìïëèòóäû (ò. å. ðåæèìó ïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãåíåðàöèè) ïðè
íåêîòîðîì óìåðåííîì çíà÷åíèè (10 � 15%) ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m̃ ðàññòîÿíèÿ ãðóçîâ îò îñè
âðàùåíèÿ.
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(ã) Óòî÷íèòå òåîðåòè÷åñêóþ îöåíêó ïîðîãîâîé äîáðîòíîñòè ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðóþùåãî
ýêñïåðèìåíòà. ×åì îáúÿñíÿþòñÿ íàáëþäàåìûå ðàñõîæäåíèÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ
ñ òåîðåòè÷åñêèìè ïðåäñêàçàíèÿìè?

(ä) Óñòîé÷èâ ëè ðåæèì ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé â óñëîâèÿõ ïîðîãà âîçáóæäåíèÿ (ðåæèì
ïàðàìåòðè÷åñêîé ðåãåíåðàöèè) ïî îòíîøåíèþ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû? Ïî
îòíîøåíèþ ê ìàëûì èçìåíåíèÿì íà÷àëüíûõ óñëîâèé?

(å) Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé íà ïîðîãå îñíîâíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà,
÷åìó ðàâíî îòíîøåíèå àìïëèòóäû òðåòüåé ãàðìîíèêè ê àìïëèòóäå ãàðìîíè÷åñêîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé íà îñíîâíîé ÷àñòîòå? (Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ÷àñòîòà â äàííîì ñëó÷àå ðàâíà ïîëîâèíå
÷àñòîòû ìîäóëÿöèè.)

1.4∗ Ðîñò àìïëèòóäû ïàðàìåòðè÷åñêèõ êîëåáàíèé ïðè ïðåâûøåíèè ïîðîãà âîç-
áóæäåíèÿ.

(à) Äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ m̃ (ñêàæåì, äëÿ m̃ = 0.15) ðàññ÷èòàéòå ìèíèìàëüíóþ äîáðîò-
íîñòü Qmin, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîðîãó âîçáóæäåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà. Äîïóñòèì,
÷òî â ýêñïåðèìåíòå ââåäåíî âäâîå áîëüøåå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè Q = 2Qmin. Âî ñêîëüêî ðàç
âîçðàñòåò àìïëèòóäà êîëåáàíèé çà ïåðâûå 10 öèêëîâ ìîäóëÿöèè â óñëîâèÿõ òî÷íîé íàñòðîéêè
íà îñíîâíîé ðåçîíàíñ? Çàâèñèò ëè îòâåò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé? Ïðîâåðüòå ñâîé ðåçóëüòàò â
ìîäåëèðóþùåì ýêñïåðèìåíòå.

(á) Êàêîé áóäåò àìïëèòóäà êîëåáàíèé åùå ÷åðåç 10 öèêëîâ ìîäóëÿöèè? Ïî÷åìó òðåíèå íå
â ñîñòîÿíèè îãðàíè÷èòü ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì ðåçîíàíñå?

1.2.2 Îñíîâíîé ÷àñòîòíûé èíòåðâàë ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà
2.1∗∗ Îñíîâíîé èíòåðâàë ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ.
(à) Ðàññ÷èòàéòå çíà÷åíèÿ ïåðèîäà ìîäóëÿöèè T±, ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíèöàì èíòåðâàëà

íåóñòîé÷èâîñòè ïðè çàäàííîé ãëóáèíå ìîäóëÿöèè m̃ è γ = 0 (â ïðèáëèæåíèè m̃ ¿ 1, ñêàæåì,
äëÿ m̃ = 10%). Êàê øèðèíà èíòåðâàëà çàâèñèò îò ãëóáèíû ìîäóëÿöèè?

(á) Íàéäèòå ãðàíèöû îñíîâíîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ñ òî÷íîñòüþ
äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî ãëóáèíå ìîäóëÿöèè m̃. Âëèÿþò ëè ÷ëåíû âòîðîãî ïîðÿäêà íà
øèðèíó ýòîãî èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè?

(â) Ïðîâåðüòå â ýêñïåðèìåíòå ðàññ÷èòàííûå çíà÷åíèÿ T± è íà÷àëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòè
äëÿ êàæäîé èç ãðàíèö èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, è ïîïûòàéòåñü íàéòè ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî áîëåå òî÷íûå çíà÷åíèÿ ýòèõ âåëè÷èí.

2.2∗∗ Êîëåáàíèÿ íà ãðàíèöàõ îñíîâíîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé-
÷èâîñòè.

(à) Êàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñëåäóåò çàäàâàòü äëÿ òîãî, ÷òîáû íàáëþäàòü ñòàöèîíàðíûå
êîëåáàíèÿ íåèçìåííîé àìïëèòóäû, ñîîòâåòñòâóþùèå êàæäîé èç ãðàíèö îñíîâíîãî èíòåðâàëà
ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà? Äîïóñòèì, ÷òî çàäàíî íåêîòîðîå íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ϕ(0) =
ϕ0. Êàêóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü Ω = ϕ̇(0) ñëåäóåò çàòåì ââåñòè äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòàöèîíàðíûõ
êîëåáàíèé?

(á) Íà îñíîâå ãðàôèêîâ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé â óñëîâèÿõ ãðàíèö èíòåðâàëà íåóñòîé-
÷èâîñòè, íàáëþäàåìûõ ïðè ìîäåëèðîâàíèè, îáúÿñíèòå ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû ïîñòîÿíñòâà àì-
ïëèòóäû (ò. å. ïðè÷èíû, ïî êîòîðûì íå ïðîèñõîäèò ñèñòåìàòè÷åñêîãî ïîäâîäà èëè îòâîäà
ýíåðãèè) äëÿ êàæäîé èç ãðàíèö èíòåðâàëà.

(â) Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé íà ãðàíèöàõ èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè, ÷åìó ðàâíî îò-
íîøåíèå àìïëèòóäû òðåòüåé ãàðìîíèêè ê àìïëèòóäå ãàðìîíè÷åñêîé ñîñòàâëÿþùåé íà ôóíäà-
ìåíòàëüíîé ÷àñòîòå? Êàêèìè ïàðàìåòðàìè ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ âêëàä òðåòüåé ãàðìîíèêè?
×åì ðàçëè÷àþòñÿ âêëàäû òðåòüåé ãàðìîíèêè äëÿ êîëåáàíèé â óñëîâèÿõ ëåâîé è ïðàâîé ãðà-
íèö èíòåðâàëà?
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2.3∗∗ Ïîðîã ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà â ïðåäåëàõ èíòåðâàëà íåóñòîé÷èâîñòè.
(à) Äîïóñòèì, ÷òî çíà÷åíèå ïåðèîäà ìîäóëÿöèè T ëåæèò ãäå-ëèáî âíóòðè èíòåðâàëà ïà-

ðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ, íàïðèìåð, ïîñåðåäèíå ìåæäó ðåçîíàíñíûì çíà÷åíèåì ïåðèîäà
ìîäóëÿöèè è îäíîé èç ãðàíèö èíòåðâàëà. Îöåíèòå ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçàòåëü ðîñòà àìïëè-
òóäû êîëåáàíèé â îòñóòñòâèå òðåíèÿ, è ðàññ÷èòàéòå íà îñíîâå ýòîé îöåíêè ïîðîãîâîå çíà÷åíèå
äîáðîòíîñòè Qmin ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé äëÿ äàííûõ çíà÷åíèé ïåðèîäà
ìîäóëÿöèè T è ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m̃.

(á) Ïðîâåðüòå ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå Qmin â ýêñïåðèìåíòå, è ìåòîäîì ïðîá è îøèáîê ïîëó÷è-
òå óòî÷íåííîå çíà÷åíèå. Ñðàâíèòå íàáëþäàåìûå ãðàôèêè (ïðèìåð ìîæíî âèäåòü íà ðèñ. 1.1) è
ôàçîâûå òðàåêòîðèè òàêèõ ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ãðàôèêàìè ñòàöèî-
íàðíûõ êîëåáàíèé íà áëèæíåé ãðàíèöå èíòåðâàëà â îòñóòñòâèå òðåíèÿ, à òàêæå ñ ãðàôèêàìè
ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ïðè òî÷íîé íàñòðîéêå íà ðåçîíàíñ ñ ïîðîãîâûì òðåíèåì. Â ÷åì
ñõîäñòâî è ðàçëè÷èÿ â ýòèõ ãðàôèêàõ, è êàê ýòî ìîæíî îáúÿñíèòü ôèçè÷åñêè?

Ðèñ. 1.1: Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è ãðàôèê óãëîâîé ñêîðîñòè ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé â óñëîâèÿõ
ïîðîãà äëÿ âíóòðåííåé òî÷êè îñíîâíîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà (n = 1).

(â) Êàê âëèÿåò òðåíèå íà øèðèíó îñíîâíîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà? Ïðè-
âåäèòå òåîðåòè÷åñêóþ îöåíêó çíà÷åíèé ïåðèîäà ìîäóëÿöèè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíèöàì èí-
òåðâàëà ïðè çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ m̃ è Q.

(ã) Äëÿ ñëó÷àÿ ìàëîé ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m̃ ¿ 1 ðàññ÷èòàéòå ïîðîãîâóþ äîáðîòíîñòü ïðè
íåêîòîðîì çíà÷åíèè ïåðèîäà ìîäóëÿöèè T èç âíóòðåííåé òî÷êè èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêî-
ãî ðåçîíàíñà (âûïîëíèòå ðàñ÷åò ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî m̃). Ñðàâíèòå
ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûì çíà÷åíèåì ïîðîãîâîé äîáðîòíîñòè, ïîëó÷åííûì ïðè
îòâåòå íà âîïðîñ ïóíêòà (á).

1.2.3 Ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ âòîðîãî ïîðÿäêà
3.1∗∗ Âòîðîé ïàðàìåòðè÷åñêèé ðåçîíàíñ (n = 2) â îòñóòñòâèå òðåíèÿ.
(à) Ðàññ÷èòàéòå ÷àñòîòíûå ãðàíèöû âòîðîãî èíòåðâàëà ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè

(êîãäà ïåðèîä ìîäóëÿöèè T áëèçîê ê ÷àñòîòå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé T0) â îòñóòñòâèå òðåíèÿ
äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé ãëóáèíû ìîäóëÿöèè m̃ ¿ 1. Êàê øèðèíà èíòåðâàëà çàâèñèò îò ãëóáèíû
ìîäóëÿöèè m̃?

(á) Êàêèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ íóæíî çàäàâàòü, ÷òîáû â ýêñïåðèìåíòå âîñïðîèçâåñòè ñòà-
öèîíàðíûå êîëåáàíèÿ äëÿ êàæäîé èç ãðàíèö âòîðîãî èíòåðâàëà? Ïî÷åìó êàæäîé èç ãðàíèö
âòîðîãî èíòåðâàëà ñîîòâåòñòâóþò äâå ðàçëè÷íûå ôàçîâûå òðàåêòîðèè? Äëÿ äàííîé ãðàíèöû
(ñêàæåì, âåðõíåé), â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ îòëè÷èå îäíîé èç âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé îò äðóãîé?
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(â) ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå àìïëèòóäû âòîðîé ãàðìîíèêè ê àìïëèòóäå ôóíäàìåíòàëüíîé
ñèíóñîèäàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé íà êàæäîé èç ãðàíèö âòîðîãî èíòåð-
âàëà? (Ìû çäåñü ïîíèìàåì ïîä ôóíäàìåíòàëüíîé ÷àñòîòîé ÷àñòîòó ìîäóëÿöèè.)

3.2∗∗ Ïîðîã âòîðîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà.
(à) Äîïóñòèì, ÷òî ïåðèîä ìîäóëÿöèè ñîîòâåòñòâóåò òî÷íîé íàñòðîéêå íà ïàðàìåòðè÷åñêèé

ðåçîíàíñ âòîðîãî ïîðÿäêà. Êàê íóæíî çàäàòü ïðè ýòîì íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü
íàèáîëåå áûñòðûé ðîñò àìïëèòóäû êîëåáàíèé?

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà õàðàêòåðíóþ äëÿ ýòîãî ðåçîíàíñà ôîðìó ôàçîâîé òðàåêòîðèè. Èñ-
ïîëüçóÿ ýêñïåðèìåíòàëüíûå ãðàôèêè êîëåáàíèé, îáúÿñíèòå êà÷åñòâåííî ôèçè÷åñêèå ïðè÷èíû
íàáëþäàåìîãî ðîñòà àìïëèòóäû. Ñðàâíèòå ýòè êðèâûå (è ôàçîâóþ äèàãðàììó) äëÿ ïëàâíîé
ñèíóñîèäàëüíîé ìîäóëÿöèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êðèâûìè â ñëó÷àå ñêà÷êîîáðàçíîé ïðÿìî-
óãîëüíîé ìîäóëÿöèè, èçó÷àâøåéñÿ â ïðåäûäóùåé ãëàâå.

(á) Ïðè çàäàííîé ãëóáèíå ìîäóëÿöèè m̃, ÷åìó ðàâíî ïîðîãîâîå (ìèíèìàëüíîå) çíà÷åíèå
Qmin äîáðîòíîñòè äëÿ âîçáóæäåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà? Êàêîé
ïåðèîä ìîäóëÿöèè ñîîòâåòñòâóåò ýòîìó ïîðîãó âîçáóæäåíèÿ?

(â) Ïðè êàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ áóäóò íàáëþäàòüñÿ ñòàöèîíàðíûå êîëåáàíèÿ íåèçìåí-
íîé àìïëèòóäû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîðîãó âîçáóæäåíèÿ ðåçîíàíñà âòîðîãî ïîðÿäêà?

(ã) ×åìó ðàâíî îòíîøåíèå àìïëèòóäû âòîðîé ãàðìîíèêè ê àìïëèòóäå ôóíäàìåíòàëüíîé
ñèíóñîèäàëüíîé ñîñòàâëÿþùåé ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé â óñëîâèÿõ ïîðîãà ðåçîíàíñà âòîðîãî
ïîðÿäêà?


